9 Caodificacdo de Canal: Cédigos de Bloco Lineares

Em capitulos anteriores estudamos com alguma profundidade dois dos problemas mais
importantes associados ao desenho de sistemas de comunicacdes: o problema da codificacédo
de fonte, e o problema da transmisséo de informacao através de canais ruidosos. O primeiro
destes problemas aborda a questao da representacéo eficiente dos simbolos (ou de sequéncias
de simbolos) gerados pela fonte, recorrendo a cédigos univocamente descodificaveis cujo
comprimento médio seja 0 menor possivel. Para o caso de fontes discretas sem memodria,
verificamos que o comprimento médio minimo daqueles codigos é determinado pela entropia
da fonte, a que corresponde uma representacdo sem redundancia. O problema da transmissao
digital através de canais ruidosos foi abordado pela via da definicdo de técnicas de
modulacéo e do desenho dos respectivos receptores tendo como objectivo a minimizacdo da
probabilidade de erro de transmissédo. VerificAmos também a existéncia de um compromisso
fundamental entre a probabilidade de erro (desempenho do sistema de transmissdo) e a
largura de banda de transmissdo. Este compromisso traduz-se numa medida da capacidade
do canal, isto é, o valor maximo da taxa de transmissdo de informacao que garante, pelo uso
do cddigo adequado, uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena.

Consideremos a sequéncia de bits

b, b, b, b; b, b, by b, 9.2)
com base na qual formamos a palavra binaria

b, b, b, b; b, b, by b,|p 9.2)
onde o bitp, designado pdoit de paridad,gI

[, sen°del's=impar
p=by by 0 0by =0 e P 9.3)
, sen°del's=par

Suponhamos que a sequén9.2) € a palavra de codigo transmitida quando a fonte gera o
bloco de 8 bits em] (9}1). Tendo em corfta |9.3), podemos verificar que todas as palavras de
codigo tém um n° par de 1's, isto €, tém paridade par. Isto quer dizer que qualquer palavra
binaria de 9 bits com paridade impar néo faz parte deste cddigo. Assim, se a transmisséo de
uma palavra de cédigo envolver um n°® impar de bits errados, entdo a paridade da palavra
recebida é impar, e os erros de transmissao sao detectados. Este efeito resultou da inclusao
do bit de paridade p, o qual, sendo determinado pelos Hifs.,b, n&o, introduz
informacgéo adicional. A inclusdo nos simbolos transmitidos detes tipo de redundancia
controlada é a chave para a construcéo de cédigos de canal capazes de detectar e/ou corrigir
eventuais erros de transmisséo.

Basicamente, existem dois tipostdenicas de controlo dos erros de transmissaua,
baseada em()di%os correctores de eyré@ designada na literatura por controlo de erro sem
retroaccaoKEC)= A outra estratégia exigeratransmissao dos blocos de dados onde tenham

1 O simbolod designa o operador adicdo mod 2, o qual, como é sabido, é equivalente ao operador “ou
exclusivo”.
2 FEC — Forward Error Control.
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sido detectados erro de transmisﬁmvés de pedidos destinados ao emissor e gerados
automaticamente pelo recept@r Q)= Ao contrario das técnicas do tipo FEC, os métodos
ARQ, embora recorrendo a codigos menos complexos, envolvem normalmente uma
utilizacdo menos eficiente do canal de transmisséo.

Ostipos de cddigos de canabrmalmente usados podem agrupar-se em duas grandes
categorias: og0digos de bloc@® oscodigos convolucionaisAo contrario dos primeiros,
estes Ultimos sédo realizados recorrendo a codificadores com memoria. Na sec¢do seguinte,
iremos introduzir os cédigos de bloco lineares.

9.1 Cadigos de Bloco Lineares

Seja{mo,ml,...,mk_l} um bloco arbitrario de k bits gerados pela fonte. Tipicamente, o

codificador de bloco usa estes k bits para gerar uma palavra de cddiga xombits, k
acrescentando n-k bits de controlo. A palavra de codigo assim construida € constituida pelos
simbolos binarios

xi:Ebi’l_:o’l""n_k_l ©.4)
m;, i=n-k,n-k+1...,n-1

e tem a estrutura ilustrada Este € um cc')dig((n,k) e tem uma taxa de
codificacdo definida por

R=—". (9.5)
n

b0 bl bn—k—l|m0 m; - My

Figura 9.1: Palavra de codido, k)

No caso de um codigo de bloco linear, os bits de paritigde,,...,b,_._, dependem
linearmente (numa aritmética binaria mod 2) dos bits da mensaggm,,...,m,_,. Ou
seja, definindo os vectores linha

b= [bo b, - bn—k—l] (9.6)
e

m=[m, m, - m_], (9.7
podemos escrever

b=mP, (9.8)

3 ARQ — Automatic ReQuest for retransmission.
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ondeP é uma matriz binériék xn- k) que determina o codigo. Portanto, sendo
x=[bim], (9.9)
de (9.8) resulta
x=m[P 1], (9.10)
ondel, é a matriz identidade de dimens(ﬁo< k). Definindo amatriz geradora do codigo
cg=[Pi1,] (9.11)
de dimenséc(k X n), usando[(9.1]0) temos
x=mG. (9.12)

E facil verificar queo codigo formado pelas palavrasgeradas pela matri2 a partir das
2% mensagens), é um codigo linearCom efeito, senda, =m.G e X; =m;G palavras do

codigo, entdox; O x; =m,GUm;G :(mi 0 mj)G ; como m; 0m; €& necessariamente
uma mensagenx; [Jx; € uma palavra do cédigo.
Definindo amatriz de verificagdo de paridade

H=[ (P, 9.13)
de dimensadn -k xn), e usando[(9.11), verifica-se Ehe

. ™
HG™ =1, EPT]EP--D: PTOPT =0. 9.14)
kO

Assim sendo, dg (9.12) vem
XT - GTmT
0 que, tendo em conth (9]14), conduz a
Hx" =0 = xHT =0. (9.15)
Esta € uma condicdo necessaria e suficiente para ge@ uma palavra do cédidu,k)
gerado pela matrits. No entanto, a verificagdo d15) a saida do canal ruidoso nao
significa necessariamente que ndo tenham ocorrido erros de transmissdo. Com efeito, se for

transmitida a palavra de cédigpentdo a palavrnarecebida é, em geral,

y=x+e, (9.16)

* Mais uma vez se chama a atencéo para o facto de estarmos a usar aritmética binaria mod 2.

9-3



onde

_ _ 1, sehouvererronobiti
e=le, -~ e - el e= -
, casacontrario
(9.17)

é ovector de erroSe usarmoq (9.16) erp (9]15), obtemos

[0, seefor palavrado codigo
yHT =xH" +eH™ =eH™ ] patay J
¥ 0, casocontrario

0 que significa que sendo o vector de erro uma palavra do codigo, a palavra y, recebida com
erros de transmissdo, cumpre o teste de verificagdo de parjdade (9.15), e os erros de
transmissdo ndo sao detectados.

9.1.1 Descodificacao pelo Sindroma

Para proceder a descodificacdo, isto é, a deteccdo e/ou correccdo de erros de
transmissao, o descodificador comeca por calcuwardsomada palavra recebidg, isto €, o
vector binario

s=yHT (9.18)

de dimensdm - kTendo em contd (9.]16)[e (9.15), verificamos que o sindroma s6 depende
do padréo de erros, ou seja,

s=eH'. (9.19)

Por outro ladotodos os padrdes de erro que diferem entre si de uma palavra de coédigo tém o
mesmo sindromaCom efeito, dado um vecterque verifique[(9.19), entdo todos os vectores
de erro

e =elx,,i=01...,2*-1, (9.20)

onde osx;, i=01...,2* - 1sdo todas as palavras do codigo, verificam tamithém] (9.19).
Assim, define-se @osetdo padrdo de errascomo sendo o conjunto dos vectores de erro
definido em [[9.2P) que tém o mesmo sindrofna (9.U®a vez que um

(n k) tem 2 palavras admissiveis, num total d& palavras binarias de

comprimento n, conclui-se que exist@* cosetsisto é,20¢

O sindroma contém alguma informacédo sobre o correspondente padrao de erros, embora
geralmente insuficiente para o identificar sem ambiguidade. Se assim fosse, qualquer padréao
de erros poderia ser corrigido. De qualquer modo, o conhecimento do sirglretha o

espaco de busca de ur@d dimens&o par2*. Uma vez calculads o descodificador deve
escolher o elemento do respectoosetque optimize um determinado critério. Por exemplo,
a respectiva probabilidade de ocorréncia. Para valores relativamente baixos da probabilidade
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de ocorréncia de erros de transmisséo, o padrdo de erros mais provavel corresponde aquele
gue tem menos 1's, isto é, aquele @gso

w(e)= Zei (9.21)

€ minimo.

Algoritmo de descodificacdo de maxima verosimilhanca
Dada a palavra recebida y:

1. Calcular o sindroma s = yHT

a) s =0 < y é uma palavra do codigo [ y, =y
b) s #00 executar passo )]
2. Calcular o cosetde y, {ei=y O xi, i= O,l,...,2k—1}, escolher o padrdo e, de

menor peso, e executar o passo
3. Construir a palavra corrigida y, =y [ e,.

Comentario: sendoe, =y 0 x,, comx H' =0, tem-se

Yo =ylUe,

9.22
=yUdyUx,=x,, ( )

isto é,a saida do descodificador € a palavra de coqugdifere da palavra recebida num
niamero minimo de posicdes (correspondentes as posicoes dosel)s Aimda por outras
palavras, € a palavra de codfgra a quay [ x, tem peso minimo

9.1.2 Distancia de Hamming

Def. 9.1- Distancia de Hamming. Sejam x; e x; duas palavras binarias de
comprimento n. A distancia de Hamming engrex;

d(xi,xj)=w(xi ij), (9.23)
onde w é o peso definido efn (9.21), mede o nimero de bits distintoe gm

Usando esta definicdo efn (922), obtemos

dlyo.y)=d(x,.y)=wle,).
Portanto, o critério de maxima verosimilhanca usado para desenhar o descodificador é
equivalente a minimizar a distdncia de Hamming entre a palavra recebida e cada palavra
admissivel do cédigo.

Def. 9.2-Distancia minima do c6digo A distancia minima do cédigo é dada por
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Qi =mindly;.x;), 1,j=01....,2¢ -1, (9.24)
1]

ou seja, é o valor minimo da distancia de Hamming entre todos os pares de palavras do
cadigo.

Consideremos entdo um padrédo de egogom peso t correspondendo, portanto, a t bits
errados. Sejanx; e x; duas palavras do codigo tais qd(ai ,xj)=dmin . Naturalmentex; [l e,
esta mais proximo dg; do que dex;, e x; [J e, esta mais préximo d&; do que dex; se e so
se

dy,22t+1. (9.25)

Como se mostra np_Figura 9.2, qualquer padréo de erro com peso inferior a t conduz a uma
palavra recebida que cai num dos circulos de raio t. Verifican (9.25), a palavra recebida s6
pode resultar da transmissédo da palavra de cédigo que esta no centro daquele circulo. Portanto,
() constitui uma condicdo necessaria e suficiente para que o cédigo tenha capacidade de
corrigir padrdes de erro com peso nao superior a t.

Xi [
-9 x 0 &

—
2t+1

Figura 9.2: Distancia minima e capacidade correctora do cédigo

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos concluir que o codigo € capaz de detectar
todos os padrbes de erro com peso nao supegeeatso se

dyn 2t +1. (9.26)

9.2 Codigos de Hamming
Os constituem uma familia de codigos linee (n, k) que verificam

param=3: n=2"-1

9.27
k=n-m. ( )

No caso em quen= 8btém-se um cédig(;?,4). Os cédigos de Hamming séo desenhados por
forma a garantir que, independentemente do valor cd,, =3. Portanto, e tendo em conta as
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condicdes[(9.25) € (9.p6), estes codigos tém capacidadeqpagi até um bit erradpor bloco
(t=1) e dedetectar até dois bits erradasr bloco(t, = 2).

Uma vez que as matrizes gerad@ae de verificacdo de paridadé¢ sdo directamente
relacionaveis, é indiferente definir o cédigo pela especificacd® da deH. Por outro lado,
qgualquer que seja a palawao codigo, verifica-se

xH™ =x]i . | PT[ =o0. (9.28)

De acordo com p Def. 9.2, ebJQ.Zd)mn pode ser interpretada como o valor minimo dos pesos
de todas as palavras do cddigo, excep(& :O): .Aluz da condigé8), concluimos que
d_ . coincide com o nimero minimo de colunasideuja soma mod 2 da um vector nulo. Para

que tal se verifique, dada a estrutura da méatribasta impor que qualquer coluna BE tenha
dois ou mais 1's. Por exemplo, para um cédigo de Ham(ﬁjn)}

min

000101 10
H= 1 0111 05 (9.29)
® 0 1:0 11 1F

A estrutura dos codigos de Hamming pode ainda ser explorada para levar a pratica um método de
descodificagcdo bastante eficiente. Com efeito, e como se ilustra a seguir,

7 00101 10
%)1011105
0101110

12 43675

as colunas dél codificam em binario natural os digitos de 1 a 7. Podemos assim construir a
seguinte tabela

digito 1 2 3 4 5 6 7
coluna deHd 1 2 4 3 7 5 6

Tabela 9.1: Colunas d¢ onde estao codificados os digitos de 1 a 7

Suponhamos que a palavra transmitida Xci [O 111 00 1], onde o bloco da direita
corresponde a mensagam= [1 00 1], equey:[o 11110 1] € a palavra recebida.
O vector de erro @=[0 0 0|0 1 0 0] e o sindroma resultante é o vectwr[0 1 1]

(seja qual for o padréao de erro singular com 1 no bit i, o sindroma é sempre a coluna i da matriz
H). O conteldo deste vector constitui 0 cédigo binario natural para o digito 6. Se consultarmos a
fTabela 9.1, verificamos que este digito identifica a coluna 5 da rhatiaqui se conclui que

basta trocar o 5° bit gepara recuperar e identificar a mensagem.

® Faz-se notar que a palawa 0 é sempre uma palavra admissidelqualquer codigo de bloco linear.
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