7 Teoria da Deteccédo e da Estimacao em Problemas de
Telecomunicacdes

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos fundamentais da Teoria da Deteccdo e da
Estimacdo bem como as técnicas béasicas de processamento de sinal que decorrem da sua
aplicacdo em problemas tipicos das telecomunicacdes. As técnicas que iremos considerar,
embora introduzidas naquele ambito encontram aplicacio em muitas outras areas da
engenharia e, em particular, na robética.

7.1 Modelo Conceptual de um Sistema de Comunicacéao Digital

De seguida iremos abordar alguns topicos da Teoria da Deteccdo e da Estimacdo com
aplicacdo nos sistemas de comunicacao digital que temos vindo a estudar. Comecemos por
recordar o modelo conceptual de um sistema de comunicag&o digital ilustfado na Fjgura 7.1.

m; S (t)

2]
X
=2

Transmissor |~ Receptor

Ly . -+ Modulador H»{ Canal || L » o H
Fonte vectorial Detector vectorial

ruido
Figura 7.1: Modelo conceptual de um sistema de comunicacao digital

A fonte de informacéo gera simbolog de um alfabeto M-ario a uma taka1/T simbolos

por segundo (baud). Como é sabido, o transmissor faz corresponder a cada simbolo um sinal
de energia de duracao finita fi,(t). O conjunto destes sinais forma um espaco vectorial
(espaco de sinal) de dimensao finka< , M qual pode ser representado por uma base
ortonormada de sinaig, (t), n=12,...,N. A cada sinak, (t) corresponde assim um vector

(5, 0
O 0
$,0
s =0 0i=1.2,...,M, (7.2)
0: 0
O 0
%lN E
cujos componentes se obtém por projeccao ortogons,l(t)eem cada um dos sinais da base

CPn(),n—lZ,..., , isto &,
S =(S1,@y) = j s ®)g,(t)dt, i=1,2,...M,n=1,2, ..N.
(7.2)

Em termos operacionais, estes componentes obtém-se recorrendo a um banco de correladores
como se mostra na Figura|7.2-(a). Por outro lado, dado o \&¢tpode sintetizar-se o sinal

s, (t) usando a combinagéo linear

s (t)= isin(pn (t),i=1,2,..,m. (7.3)

! Vectores e matrizes serdo denotados por letraklanindsculas e maitsculas, respectivamente.
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Esta operacdo de sintese pode ser realizada como se mogtra na Fjgura 7.2-(b). Sublinhe-se
ainda que, de acordo com a relacédo de Parseval, a energia do(s)madada por

in »

N
E = OTSiZ(t)dt:nZ‘sz i=1,2...,M. (7.4)

— |——>» J; (°)dt —> S, S, —»
?(Pl (t) ?(Pl (t)
s() [ s, s 5 ()
S ?, (t)
—»[T—_l—v J;T(°)dt s, Sy —
Py (t) Py (t)
@) (b)

Figura 7.2: (a) banco de correladores; (b) sintese(d)e

Sobre acanal de transmiss@ssumem-se as seguinbgsoteses

H1. é umsistema linear invariangue ndo introduz distor¢ao sobre os sinais
transmitidos;
H2. introduzruido aditivo branco gaussiano

Deste modo, e para cada intervalo de sinalizacdo, o sinal de saida do canal de transmisséo
vem dado por
X(t)=s ()+W(t), 0st<T,i=1,2,..,M, (7.5)

onde W(t) representa o ruido de média nula, cujas fun¢des de autocorrelagdo e densidade
espectral de poténcia sdo, respectivamente,

Ry, (T)=%6(T) (7.6)
e
_n
Gy (f)—E. (7.7)

O problema que aqui se pde é o de, dada a observacao x(t) (amostra do pitpessa

sua representagao equivalerteo espacgo de sinal, determinar o simbolo transmitiloA
representacdo equivalent®btém-se por projeccdo ortogonal usando o banco de correladores
representado .2—(a). Na hipétese de ter sido transmitido § éti)]aéntao

H, 1 X(t)=s (t)+W(t), i =1.2....,M, (7.8)

a saida de cada correlador € constituida por uma componetaela por
X, =(x,0,)=(s,0,) +(W,0,)=s,, +w,_, n=1,2,..N.
(7.9)
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Em notacao vectorial, pode escrever-se
H :x=s +w,i=12...,M, (7.10)

ondew representa o vector de ruido cujas componentes estdo definidag]em [7.9). A Fjgura 7.3
d& conta da interpretacdo geométrica do mod(7.10). E a partir deste modelo que o receptor
tem de identificar o simbolo transmitido no intervalo de sinalizagdo correspondente,
naturalmente baseado num critério de optimizac¢éo do respectivo desempenho, por exemplo, a
probabilidade de erro por simbolo. Para resolver este problema é conveniente comegar por
caracterizar o vector de ruigo

X(t) .
N

Figura 7.3: Representacdo do sinal observado x(t) no espaco d# sinal

7.2 Resposta de um Banco de Correladores a Ruido Branco Gaussiano

Da definicdo de produto interno|Z|7.2), concluimos que
w, =<W,¢n>=ﬁw(t)(pn(t)dt, n=1,2...,N. (7.11)

Note-se que as componenteswlese obtém através de uma transformacéo linear de um
processo gaussiano e, portanto, sao também gaussianas. Como W(t) tem média nula, o vector
w tem também média nula. Por outro lado, usan@(?.ll) pode escrever-se

Ew,w,}= E%W(u)cpn (u)duiW(V)cpn (V)dvg-

Rearranjando termos, permutando o operador valor expectavel com a integracdo, e tendo em
conta (71$),

Ew()w(v)} o, (1) 9, (v) dhaav

3 —v) @, (1) @, (v) dpav

2,n=
(=2 "
D, nZm

E{w,wp}

NS

Ol — Oy

@, (1)

1
Nl: Ol | Oy |
Oty —|

-

isto é, a matriz de covariancia do vector aleatdrivdada por
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C, =E{wa}=%| i (7.12)

onde |, é a matriz identidade de dimens&o N. Portanto, elﬂl (70103},

[dr. Assim, tendo em conta
gue a funcéo densidade de probabilidade de um vector gausshutimensional, de média
m, e matriz de covariancia

¢, =E{x-m,)ox-m,)"}

€ dada por

f (u)=(2r)™?(detc)™ expB— (U-m)ctu-m )@,

(7.13)

a funcé@o densidade de probabilidade do vector de ruido na saida do banco de correladores é

f. (u)=(m) N/Zexp( n"‘uu ) (7.14)

7.3 Critério de Bayes: Receptor de Maxima Verosimilhanca

Para simplificar o problema vamos considerar o caso dewma ; cujos
simbolos tém P, © P, respectivamente. Sejai, e H; as

hipéteses que se verificam pela transmisséo dos siptis e s,(t), correspondentes aos
simbolosm, e m,, respectivamente. Teremos assim

H, :x(t)=s,(t) + w(t) - x=s, +w (7.15)
H, :x(t)=s,(t)+w(t) - x=s, +w. (7.16)

A Figura 7.4 ilustra de forma simbdlica o sistema de comunicacdo binario cujo receptor se
pretende construir. O canal de transmissdo € regido por um mecanismo de transicdo

caracterizado pelas fun(;(Je‘s;lH0 e fleu isto é, as densidades de probabilidade das
observagOes condicionadas pela vericagdo das hipdtesesH,, respectivamente. Tendo

em conta as relacdes[(7]115) € (J.16), e sabendwdguem vector gaussiano de média nula e
matriz de covariancia dada por[(7.12), istané> N, (0,(n/2)I ) , (ver(7[14)), conclui-se

que x|Ho ~N, (o, (1/2)1 ) e x|H, ~N, (5. (n/2)1 ). ou sefa, (ver (£.13))

(m) ™2 exp%%"u s E (7.17)

fx\Ho(u)

f g, (U)=(m) ™ exr%%llu -5’ % (7.18)
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z

fleO

decide H

Figura 7.4: Representacao simbolica de um sistema de comunicagdes binario

Seja Z o espaco de observagfes, o0 qual, no presente contexto, se identifica com o espago de
sinal¥. O problema de identificacdo dos simbolos transmitidos resume-se a determinagdo de

uma partigéo[zo,zl] de Z tal que: se a observacddlZ,, entdo o receptor decide pela
hipéteseH, e, caso contrario, pela hipotesg. De acordo com o critério de Bayes, as
regibesZ, e Z, séo escolhidas por forma a minimizar a fungéo de custo
[0 =Cyyp, PHdecidirH, |H, é verdadeia}

+CoPo Pr{decidirH1 |H, éverdadeia}
(7.19)

+Cyp; Pr{decidirH 1H; éverdadeia}

+C,,p, P{decidirH, |H, é verdadeia}.
Na expresséo anterio€,, e C,, séo os factores de risco que penalizam as decisdes erradas,

enquanto queC,, e C;, penalizam as decisGes correctas. Em geral, € razoavel escolher os
factores de custo de modo qGg, >C,, e C,, >C,,. Em particular, se fizermos

[Co =C1, =0

%301 =Cp =1,

Y
[p]_:l_p,

entdo a funcdo de cust019) degenera na probabilidade de erro

P.=p Pr{decidir H, |H, éverdadeia} + (1— p) Pr{decidir H, |H; éverdadeia}
= pPr{X [Ho Dzl}+ (1_ p)PI’{X IH, DZo}

ou seja,

Po =Pf, fu, (u)du + (@~ p)IZD f o, (U)du (7.20)
Uma vez que
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2=2,02,, [t (u)du =lef, fu, (u)du =1-[ f, (u)du,
entdo minimizar (7.21) é o mesmo que minimizar

P=p+ {jzo (- ), (W) = P, (). (7.22)

A primeira parcela do lado direito de@.ZZ) € um parametro fixo, enquanto que a segunda
representa o custo (em termos de probabilidade de erro) que é controlado peloz goatos

sdo atribuidos & regiad,. Por outro lado, os dois termos enfr¢ sdo ambos positivos.
Entéo, os vectores para 0s quais 0 segundo destes termos é superior ao primeiro devem ser
atribuidos a regiadd,, pois s6 assim contribuem para diminuir o valor do integral. Ao
contrario, 0s vectores que contribuiriam positivamente para o valor do integral devem ser
atribuidos a regid@Z,. Nestas condi¢es, a regra de decisdo que deve ser realizada pelo
receptor de modo a minimizar a probabilidade de erro é a seguinte

f (X) Hy Hy
xH > P >
L - Ax)Zy, (7.23)
e WS @p) ~ Vs
ondeA(x) ¢ a e :Note-se que a equagéo em
Ax)=y
define a . Nos pontos que constituem a
fronteira, a decisao porgldu H, € indiferente.
No caso que temos vindo a estudar, em quei®o é ) é completamente

caracterizado pelas densidades de probabilidade condicio@s (7. e (7.18) e pelo parametro
p, a regra de decisao 23) toma a forma particular

I
=

1q 2 2)%> p
expE-—\x—=s,” —|x-s —,
e e e N e
HO

ou ainda

H1

2 2 < P
sl -fe-sof”_-nins PR (7.24)

> -p

HO
Finalmente, se cs binarios forem sp=12,e (7) simplifica-se para

2

[} =il Slx=sol”. (7.25)

isto €,0 receptor decide pelo simbolo associado ao vector sinal cujo afixo esta mais préximo
do ponto observade. Chama-se a atengéo para o facto de que esta regra de deciséo, sendo,
digamos assim, uma regra intuitiva, € 6ptima (no sentido em gue minimiza a probabilidade de
erro) apenas quando o ruido é gaussiano e de média nula, e os simbolos gerados pela fonte
séo equiprovaveidJsando a definicdo de norma, temos
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[x=si|” =" +[s]* - 2(x.s), i =01,
e a regra de deciséoZS) passa a forma equivalente

(x,sl>—%><x,so>—%, (7.26)

onde E; =|ls; ||2 i =0, é a energia do sinal(t), i =01. As regras ('55) e (EbG) S&0 como
vimos equivalentes e definem receptor de méxima verosimilhanceaso particular do

receptor de minima probabilidade de erro que resulta da equiprobabilidade dos simbolos
fonte.

7.3.1 Probabilidade de Erro Minima
A probabilidade de erro pode ser calculada em termos da probabilidade de decidir

correctamente. Num sistema M-ario, a probabilidade de decidir pelo simbosendo que
foi este o simbolo transmitido é obviamente dada por

Pi{m,,H,}= piIZi fm, (u)du.

SendoP, a probabilidade de ser tomada a deciséo correcta, entiao-a vale

P,=1-P, ﬂ‘ipifzifxl”i (u)du. (7.27)

O calculo da probabilidade de erro em forma fechada pode ser, em muitos casos, complicado
ou mesmo impossivel. No entanto, para 0s casos mais simples, como os apresentados nos
paragrafos seguintes, é possivel obter expressdes em forma fechada. A dificuldade associada
ao calculo da probabilidade de erro esta sobretudo dependente da forma das regides de

deciséoZ; e das fungbes densidade de probabilidade condicignia(u).

7.3.2 Sinais Ortogonais com lgual Energia
Consideremos os sinas (t) e s, (t) com igual energia E representadod na Figurh 7.5-

(@), os quais, como se pode verificar, sdo ortogonais. O espaco de sinal tem assim dimenséo
dois e é gerado pela base ortonormada formada pelos sipkis e @ (t) tais que

s (1)=VEg (1), i =0,1.Nestas condices, a regral(d.26) simplica-se ainda mais

<X(t)1 (pl(t)> =Xy z Xo :<X(t)1 (po(t»

e pode ser levada a pratica pelo receptor que se mosfra na Figura 7.5-(c). Da express&o
anterior, conclui-se ainda que a fronteira entre as regides de degisdf & definida pela
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recta X, =X,, como se vé ng_Figura [7.5-(b). De seguida, iremos calcular a expressdo da
probabilidade de erro de transmissao para o caso deste sistema.

s o
T T 2, st /=% xt) o) T Y
st o ZOSO —>?—’ J;T(')dt o
o T2 T P(0)
(@) (b) (c)

Figura 7.5: (a) sinais ortogonais; (b) regifes de decisdo no espaco de sinal; (c) receptor

Probabilidade de erro minima No caso presente, a densidade de probabilidade da
observacéo condicionada nas hipotegs@tiH, €, como ja vimos (egs. 17) e@.lS)), dada
por

fan (U)=(m)™ ex%%”u -5, ||2% i=0,1.

A forma quadrética do expoente imp&e que esta densidade de probabilidade tenha simetria
circular em torno do valor médg como se ilustra rfa Figura]7.6 onde d ¢ a distanciasntre

es,. Note-se que toda a geometria € simétrica relativamente axreete, . Isto significa que

0S integrais em (@7) sdo todos iguais e podem ser calculados usando o sistema de eixos
(v,0v,) em vez deu,0u, ).

U
< o
S X1 =X S X1 =X
Zl d Zl d
SO' Ug SO\
Zo Zo Vo
(@) (b)

Figura 7.6: (a) sistema original de coordenadas; (b) sistema de coordenadas raftado de

Assim, usando @7) e o facto dos simbolos serem equiprovaveis, podemos escrever
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P, =1—I f o, (U)du
=1- fx|H1(V)dV

+ouO

=1- If(nn)‘l exp(— r]‘l((v0 +d/2)° +v2 ))dvodv1

=1—+f( exp( n* )dv1 m) ™2 exp(—r]‘l(v0 +d/2)2)dv0.

Note-se que no sistema de eix{s,0Ov 1) 0 ponto slz[—d/z O]. Na dltima linha da
expressao anterior o integral emévigual a 1 pois a integranda é uma gaussiana de média
nula e variancia n/2. Se no integral em ,v fizermos a mudanga de variavel

nw=n"*?(v, +d/2), obtemos

P,=1- (J/\/Tt)d/(}glp(— uz)du
={/vn) exp( ?)oa,

o/ 2[

P, =lerch‘/E E (7.28)
2 2n

onde se fe.d=+/2E e se usou a defini¢cdo da

ou seja,

erfc(x)zﬁ}oexp(— uz)du, x=0. (7.29)

7.3.3 Sinais Antipodais com Igual Energia

Consideremos agora o caso em gy)=-s,(t) e, de novo, com energia E. Neste caso,
os dois sinais sdo linearmente dependentes e, portanto, o espago de sinal tem dimenséo 1.
Pode escolher-se, por exempift)= \/ESO (t) para versor da recta real que constitui o espago
de sinal. Usando (]ZIZG), aregra de decisao é agora

() (0) = ~E o) = > x =VE(het) = (x(ol0)

ou seja,
HO
>
X 0.
Hl

A ilustra este esquema de sinalizagdo (a), mostrando o espaco de sinal (b) e o
diagrama de blocos do receptor (c).

7-9



ﬁ So (t)

2, Zo X(L).%_. [6)at 1.:':
0 T
VEdlt)=s5o(1)= 5,0 °

ot
(a) (b)

L o
Qo
s

(©)

Figura 7.7: (a) sinais antipodais; (b) regifes de deciséo no espago de sinal; (c) receptor

Probabilidade de erro minima Neste caso, as funcdes densidade de probabilidade
condicionais das observacdes sédo

fm ()= (m)™? exp%%[u —si]zé i=0,1,

onde s, =+J/E como se verifica a partir cla_EigJ.LLaJY.?.LA_E'Lgur_a| 7.8 mostra aquelas
densidades de probabilidade.

fX|H1 \ fleo

“JE 0 LJE

Figura 7.8: Densidades de probabilidade condicionais

Tal como no caso estudado no parég.3.2, a probabilidade de erro é dada por

P.=1-[, T, (u)du:1—‘rzofx|H01 (u)du,
ou seja,

P,=1- tf(nn)‘]/2 exp%%[u - d/2] %m
=1—:(t(ﬂn)‘]/2 ex%%[u +d/2]? %m,

onded= 2\/E é a distancia entre os sinajes. Procedendo como @.2, obtém-se

P, =lerf E E
2 n

(7.30)
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E facil verificar que este valor da probabilidade de erro corresponde a qualquer das areas
sombreadas n Figura J7.8. Comparando |7.30) cdm](7.28), e tendo em conta que erfc é uma
funcdo decrescente, concluimos guprobabilidade de erro € menor no caso da sinalizacéo
antipodal Com efeito, embora a energia por bit seja a mesma, neste caso a distancia entre os
sinais € maior do que na sinalizacdo ortogonal.

7.4 Filtro Adaptado

Nesta seccdo vamos estudar uma realizagdo equivalente do receptor de minima
probabilidade de erro baseada no o Este filtro é desenhado de modo a
maximizar a razao entre a energia instantadnea do sinal de saida no instante de amostragem T e
a poténcia do ruido de saida.

) LR ) |—
? yo ol y(T)

ruido branco

Figura 7.9: Receptor baseado no filtro adaptado

Suponhamos que a entrada do filtro representad§ na Figdra 7.9 é a soma de um sinal
conhecido ¢t) com uma amostra w(t) de ruido branco gaussio) com densidade

espectral de poténcia,, (f)= n/2. A saida do filtro vem dada por

Y(t)=q,(t)+ N(t), (7.31)

onde
=hOg(t)= IH f)el2™ df (7.32)
€ a componente de sinal na saida, e o rmék) tem espectro de poténcia
Gy (F)=2H()?. (7.33)

O objectivo é determinar a fungéo de transferéncia H(f) (ou a resposta impulsional h(t)) tal
que a razéo

?H (f)o(F ) e df

— (7.34)
N n 2
T i ar

seja maximaEm (7@4),PN € a poténcia média do ruid(b(t). Para resolver este problema,
podemos recorrer a desigualdade de Shwarz
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2

< (HE)2dr (o)™ df, (7.35)
I I

HE)@() e o

onde a igualdade se verifica quando
Hop (f)=K @ (f)e7>™ . (7.36)

Substituindo (7.36) em (7.B4), obtemos

2E,
SNRy, = (7.37)

onde E, =f:|CD(f)2df € a energia do sinait). Note-se que SNR ndo depende da
constante arbitraria K, pelo que podemos escolher sem perda de generalidade K = 1. Entdo, de

(7]39) tira-se que
hop (1) =T - 1). (7.38)
No caso em gue o ruido de canal é branco, a resposta impulsional do filtro adaptado é uma

réplica do sinatp(t), atrasada de T, e definida no sentido reverso do tempd. Na Figufa 7.10
exemplifica-se este facto.

o) h(t)

0 T 0 T

Figura 7.10: Resposta impulsional do filtro adaptado ao gft)al

Para concluir, podemos usa.38) para verificar que

+o00

y(t)= fx(T)hopt (=)= (el - e+ e (7.39)

onde x(t) € uma amostra do processo de entrada

X (t) = alt) +Wi(t).
Como ¢(t)=0,t0[0,T], entso (1.3b) toma a forma

t
y(t)= Ix(r)(p(T —t+1)dt
t-T
e, portanto,
.

y(T)= IX(T)(p(T)dT . (7.40)

0
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Daqui se conclui que o sistemalda Figurh 7.9 é, em termos funcionais, equivalente a qualquer
dos correladores d@ Figura [7.2-(a). Assim o banco de correladores ali representado €

equivalente a um banco de filtros adaptados como se ilugtra na Figjira 7.11. Como se V&, cada
filtro € adaptado a um dos sinais da base ortonormada que gera o espaco de sinal.

] [t [, [ h@=a-0) |~ s,
—
S0 —.?_. (O s, () h=elr0) iy WS
@, (t)
e (O =0 0) |- s,
oy (t) T

Figura 7.11: Equivaléncia entre um banco de correladores e um banco de filtros adaptados

7.5 Estimacao de Maxima Verosimilhanca em Ruido Branco Gaussiano

Nesta seccdo faremos uma introducéo a teoria da estimagédo, tratando uma classe de
problemas particular com aplicagdo em telecomunica¢des. Comecemos por considerar o
seguinte problema.

Estimacdo de parametros
Dada a observacéo

x(t)=s(t;8) +w(t), o<t<T, (7.41)

onde s(t;e) representa um sinal conhecido a menos de um conjunto de parametros
colecionados no vectf@, e Mi{f] ¢ uma amostra M) que se assume ser ruido branco

gaussiano com espectro de potéiGy (f)=n/2, pretende-se determinar a estima@alo
vector@

A ilustra o problema da estimacéo de parametros. A fonte gera um sinal s(t) que
se assume aqui ser conhecido pelo receptor a menos de um vector de paéretiasl
pertence a um conjunto designado por espaco de parametros. Atravées de um qualquer
mecanismo de transicdo imposto pelo canal de transmissdo, o sinal x(t) observado é uma
versao ruidosa e, eventualmente distorcida, do sinal s(t).
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estimador

espaco de
solucdes

Fonte

mecanismo de
transicao espaco de
observacoes

Figura 7.12: Problema da estimacao de parametros

Suponhamos que o mecanismo de transi¢cdo do canal é modelizado pela réo (7.41). Ao
estimador compete, a partir do sinal observado x(t) e mediante determinadas hipéteses,
encontrar no espaco de solugdes (coincidente com o espacgo de parametros), o vector desejado

0. Naturalmente que o algoritmo que permite calcular a estim@tiv@o € arbitrario. Ao
contrério, executa uma regra de estimagcdo que deve satisfazer um determinado critério de
optimalidade. A escolha deste critério depende do grau de conhecimento apriori disponivel
sobre o vector de parametros a estimar. Podemos assim condiertipos de abordagem

do problema da estimacgéo de parametros:

Al. estimacao de parametros aleatgrios
A2. estimacao de parametros deterministicos

No estudo que a seguir apresentamos, vamos considerar apenas a classe de Iemas A2.
Neste caso, a estimativa do vediopode obter-se por maximizagédo da chanfadgdo de
verosimilhancaque introduziremos de seguida. Por ser mais simples, comecaremos por
abordar o problema partindo de uma formulacdo em tempo discreto.

7.5.1 Formulacdo em Tempo Discreto
Neste caso, as observacdes definidas gm|(7.41) séo escritas na forma
x, =s.(8)+w,, k=04,...,K1, (7.42)

ondew, , k=01,...,K-1, é uma sequéncia branca gaussiana de média nula e varjcia

ou seja,
f, (W, )= ex% E k=01...,K -1, (7.43)

€ a densidade de probabilidade da variavel aleatGgiacMja amostra é ywPodemos entéo

0 ()= (m) ™2 exp% i f]k( i E k=01,...,K -

(7.44)
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Uma vez que as variaveis aleatoridg , k =01,...,K-1 sap estatisticamente independentes,
0 mesmo acontece corX, , k=01...,K-1 Definindo o vector (coluna) de amostras

x=[x0,x1,---,xK_1]T, concluimos que a densidade de probabilidade conjunta das
observagbex, X,,...,X_, € 0 produto das marginais@.44).

Def. 7.1-Funcdo de verosimilhanca.A funcdo de verosimilhanca das amostras

(vector X) e do vector de parametrds a estimar é dada pela densidade de
probabilidade conjunta das observacgdes condicionad8s &amdo

= [So (8).5,(6)-,5¢s (9)]T '

N8)= (m) ** exgir 2 5, s, (0]

= (m) e x-s)° o

No caso presente, em que a funcdo de verosimilhanca é do tipo gaussiano, podemos em
alternativa a (EllS) usar a chaméadacao logaritmica de verosimilhanca

entao

(7.45)

L(x:8)=InAK:8) =N in(m)- L 5|
X;0)=In A(X; :——n X, —S
2 nkZ k k

:—Em(m)—ﬁux—s(em

2

(7.46)

Def. 7.2- Estimativa de méxima verosimilhanca. A estimativa de maxima
verosimilhanga do vector de parametaso vector

0,.(x)= argmeax/\(x; 9)= argmeaxL(x;e). (7.47)

Comentério:
Bmi (X)

Usando (1.4B) em (7.47), e eliminando as parcelas que ndo dependem explicitamente dos
parameteros a estimar, podemos finalmente escrever

0y, (0= argmgx -2 5, s, (0]
= argmax %%”x -s(8)* E

A determinagdo d@® ,, passa portanto por resolver um problema de célculo de extremos, por

exemplo, aplicando a condicdo necessaria de existéncia desses extremos. Se existirem, 0s
extremos verificam o sistema de equacgdes

. (7.48)
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De%%"x—s(e)"z%e_é =0, (7.49)

mv

ondeO designa o vector nulo €y € o operador gradiente, isto é, o vector cujos elementos

séo as derivadas parciais em ordem a cada um dos eleme®oésdsolucdes da equagdo

(7.@) ndo sdo em geral Unicas, sendo necessario determinar as que constituem de facto
maximizantes e, destas, isolar aquela que conduz ao maximo global. Uma alternativa a este
método pode basear-se numa técnica de busca, o que passa por calcular a funcdo de
verosimilhanga para todos os valored® espacgo de solu¢des. Naturalmente, esta técnica
pode conduzir a tempos de calculo incomportaveis.

Exemplo 7.1: Estima¢éo de amplitudeConsideremos o caso em que
s (@)=as , k=0,1,..,K-1- sla)=as

onde a amplitude a é o parametro que se pretende estimar@e (7.49) vem, entéo,

0 1
vt =0
=4,

equacado com solucao Unica
K-1
a,, :éXTS:éZXkSk (7.50)
k=

onde E=||s“2 = ::_gsﬁ é a energia do sinad, ,k=0,1,..,K- 1Pode verificar-se que a

solucdo anterior constitui de facto um maximo pois a segunda derivada da funcdo de

verosimilhanca naquele ponto é negativa. Por outro lado, f
[k: X, =as., ede (7Eb) resultari@,, =&, como seria de esperar.

7.5.1.1 Analise de Desempenho

Em discusséo anterior concluimos que a estimativa de maxima verosimilhanca € uma
guantidade aleatéria. Faz, portanto, todo o sentido investigar as propriedades estatisticas do
erro de estimacao

e =0-0

mv

(7.51)

mv *

Def. 7.3-Estimador ndo enviezadoQO estimador é ndo enviezado sse

Ee}=0 - E8,..}=8. (7.52)

Portanto, se o estimador for ndo enviezado, a estimativa € em média igual ao valor nominal
do(s) parametro(s). Esta informacao, sendo util, ndo é no entanto suficiente como medida de
gualidade do estimador, pois para conjuntos de observacdes diferentes nada diz sobre a
dispersdo dos erros de estimagéo obtidos. Como se sabe, esta medida de dispersdo pode ser
guantificada com uma analise de segunda ordem.
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Def. 7.4-Matriz de Fisher. Seja N a dimensdo do vector de parame®.o©s
elementos da matriz de Fisllesdo dados por

_ BAxe)d . . _
[9]; = EWH i,j=12,...,N. (7.53)

Uma vez definida a matriz de Fisher, podemos enunciar o seguinte facto que aqui nao
demonstraremos.
Facto 7.1:Limiar de Cramér-Rao. Suponhamos que se verifica a condigé@?.
e que[J]* =[J‘1
Sejao? =va|([smv]i) a variancia do erro de estimagéo do paran®, r&ntéo

€ 0 i-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz de Fisher.

[ <0?,i=12,..,N, (7.54)

onde cada um d([J]" , 1=12,...,N, é designado por limiar de Cramér-Rao.

Este facto mostra que existe um valor te6rico limite abaixo do qual a variancia do erro de uma
estimativa ndo enviezada nao pode cair.

Def. 7.5-Estimativas eficientes.Uma estimativa ndo enviezada € dita eficiente se
(7.@ se verificar pela igualdade, isto €, quando a variancia do erro atinge o valor
limite estabelecido pelo limiar de Cramér-Rao.

Exemplo 7|] (continuacéo)Sendox =as+w e a,,, =sz/E, ondeE=s's, de (7E_{)
vem

€

mv

=a—é(asT +WT)S=—%WTS (7.55)

e, portanto
e} =0, (7.56)

pois E es sdo quantidades deterministicas e o vector de wfgion média nula. Portanta,
estimativa de maxima verosimilhanca da amplitude é ndo envid2adigularizando (DG)

)=~ )~ o

de (7[53), e tendo em conta o Facfd 7.1, obtemos o limiar de Cramér-Rao
-1
2 2
X —
LCR = %EM =z, (7.57)
Ep 5 oa E
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Por outro lado, de (7.p5) e [(7]56), e recordando ainda que as amostras de ruido s&o
estatisticamente independentes e tém igual variap@atiramos

2 Engy! [Fal

o; =E% w SE Dz—s E{ }s

n/2

1D, g_n?
= @IKQ E

0 gue, de acordo com a Def|:|7.5, mostraajastimativa é eficiente

7.5.2 Formulacdo em Tempo Continuo

Dadas as observacdes definidas pelo mod@ (7.41), temos
- 917
Bmv(x)zargmeax Eﬁg[x(t)—s(t;e)]zdtﬁ (7.58)

0 que constitui uma generalizacdo imediata @7.48). A solucéo pode ser obtida recorrendo a
metodologia dual da expressa enj (T.49),

E I[X S(te]zdt@eA =0, (7.59)
=0

“Fmv
ou ainda usando um método de busca exaustivo.
No que diz respeito a analise de desempenho, a discussdo apresentada no paragrafo
pode ser directamente transportada para 0 presente contexto, tendo em atengéo a
dualidade de (7.98) e [7.59) relativamente p {7.48) e](7.49), respectivamente.

Exemplo 7.2: Estimagdo da fase de uma portadora sinusoidaConsideremos o
modelo de observacdes

x(t)=\/2$cos(zmct+e)+w(t), 0<tsT,

onde se mantém as hipéteses formuladas no inicio da ecféo 7.5. Aqui

s(t;G)z,/% codort t+8), 0<t<T, f.T=n(>>)0Z"
(7.60)
e BD[— T[,+T[] € 0 parametro a estimar. Estamos portanto a assumif e mantém

constante durante o intervalo de observagéo de duragdo T. Us@nfo (7.59), e tendo em conta
que

.
fT=n0Z"0 Icos(anCt +8)sin(2rf t +6)dt =0,
0
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obtemos

T ~

Ix(t)sin(anCt + emv)dt =0. (7.61)
0

Definindo

X, = \/g}x(t)coizmct)dt
Xg = —\/g}x(t)sin(zmct)dt |

entdo (7.61) é equivalente a

sin(émv)xI - cos(émv)xQ =0

e, portanto,

6, =atar-2 E (7.62)
X

A ilustra o diagrama de blocos do sistema que implementa o estimador MV da
fase da portadora sinusoidal definida erf (7.60).

BCE

W ) atarf) |6

mv

Ly —» J:)(°)dt X
@(t)

Figura 7.13: Estimador MV da fase de uma portadora sinusoidal

A partir das hipo6teses formuladas podemos concluir que as variaveis aleatorias

X, =\/EcosG+WI
Xq =\/EcosG+WQ

sdo gaussianas, independentes, e tém densidade de probabilidade conjunta

f(x"XQ):(nn)_leXp%— (x, - VE cosef :](XQ —\/Esine)zg

Usando a transformagao, sugerida 7.13,
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X, = Rcosémv
Xo =Rsing,,

podemos entao calcular a densidade de probabilidade conjunta deé%ve de

f(R’émv) ninexpg_ (R cosd_, - \/Ecose)zr;r(RsinémV —\/Esine)z Er

a qual, ap6s alguma manipulagéo algébrica, se pode escrever na forma

—yzsinz(e—émv) S\
F(R,By )= Rexp@— [R-Ecodo-6,,) é
nm n C
onde
y=|E (7.63)
n
fornece uma medida da . Uma vez quesmvze—émv, entdo a densidade de

probabilidade do erro é dada por
—y25|n2£mV

fle, )= ‘[R exp%r] JE cose,, )2 EdR

ou, fazendo a mudanca de variaxet ,/2/n (R -JEcose mv),

e—y2 sing,, ™

(x + \/Eycossmv)e_xz/z dx.

-V2ycose

f(va -

211

O factor integral pode ainda ser trabalhado, obtendo-se

-Y? _VZSinZ Emy H 1 +°o 2/ E
f(smv)ze + & YCOSE, ., — J'e_x 2dxg
o \/ﬁ H\/ET -V2ycose E

(7.64)

Para analisar este resultado vamos considerar as duas situacoes limite: ruido forte e ruido
fraco.

Ruido forte (y - 0)
Neste caso, a segunda parcela e@? 64) anula-se, pelo que
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f(smv)[| ny _’i1 8va[_T['-i-Tlil'

<<Lo2m

Isto significa que a estimativa toma com igual probabilidade valores em intervalos préximos
ou afastados do valor nomirtalo que corresponde a um mau desempenho do estimador.

Ruido fraco (y - )

Nestas condi¢des podemos assumir que, com probabilidade muito grande, a es@mativa
nao se afasta d& mais do quev2 em valor absoluto. Tal implica quese,, > , 6 (7@)
rescreve-se do seguinte modo

-Y? —y2sin?e,
e e
fle,,)= >+ N ycossmv[l—erfa (\/Eycossmv)],
onde
erfc. (x)=ime_u2/2du N oL e X2
2 ) > 2

Usando este limite para o caso em gue> , olltém-se finalmente

f(em ) O [T, - %ycossmve_yzsmzsmv. (7.65)

Comecemos por notar que a funcao limite indicada @ (7.65) € uma fungéo par o que implica
gue oestimador é assimptoticamente nao enviezesto é, o valor expectavel do erro tende
para zero quandg cresce. Por outro, para valores do erro proximos do seu valor médio
assimptotico, ou seja, &, =00 cose,, =1 sine,,, =€, € (7[6%) é aproximada por uma
gaussiana de média nula e variétr‘ikfiay2 =n/2E. Se calcularmos o LCR deste estimador de

fase obtemos exactamente este resultado. Portanto, podemos também afirnseatiqueedor
MV da fase é assimptoticamente eficiente

Malha de Seguimento de Fas%
Voltemos & condicéo (7.61) e usemos a definigéo do s(njl

T

.
‘[\/Z?TE cod2rtf t + G)Sin(ZTlfct + émv)dt +‘[W(t)sin(2nfct + émv)dt =0

0 gue é equivalente a
sing , +A=0,

ondeA corresponde a uma média temporal de uma amostra de ruido. Na hip6tese de ruido
fraco,A toma com elevada probabilidade valores pequenos e pode ser interpretado como uma
pequena perturbagdo da medida do erro dedmse,,. Por outro lado, vimos na analise de

desempenho feita anteriormente que na hipétese de ruido fraco, o erro toma com elevada

2 Malha de seguimento de fase: PLL (Phase Locked Loop)
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probabilidade valoreg,, = ,Ologo singe,, =¢,,, € 0 erro de estimagédo deve verificar a
condigéo aproximada

g, +A=0. (7.66)

XU+ JLT(') at & VCO .

A

Figura 7.14: Malha de seguimento de fase

A mostra o diagrama de blocos para uma implementacéo alternativa do estimador
de fase. Se na saida do integrador o erfp= , ertdo a saida do VCO mantém-se
estabilizada comémv =0. Se o efeito da perturbacdd se fizer sentir, por exemplo,
aumentando ligeiramente o erro, entdo o VCO reflecte esta variagdo num ligeiro aumento de
émv 0 que vai, naturalmente contribuir para um decréscimo do novo valor de erro. Portanto,

estando a funcionar perto do regime permanente onde o erro é muito pequeno, o PLL é capaz
de reagir a pequenas perturbagcfes no sentido de voltar ao ponto de equilibrio. A partir da
observacdo ruidosa de uma portadora sinusoidal € assim possivel gerar localmente uma

réplica com sincronismo de fase (a menos de um desvio constari#; daja compensacao &
muito simples de realizar).
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