4 Digitalizacdo de Fontes Analégicas em Tempo Continuo

Neste capitulo vamos estudar métodos de digitalizacdo de Fontes Analdgicas em Tempo
Continuo (FATCs) viabilizando-se assm a utilizacdo de técnicas digitais de comunicacéo
para transmissdo da informacdo gerada por fontes analdgicas. A digitaizacdo dos sinais
gerados por FATCs origina sinais modulados por codificacéo de impulsos que passaremos a
designar por sinais PCM*. Estes sinais sd0, como veremos, funcdes amostra de Fontes
Digitais em Tempo Continuo (FDTCs).

4.1 Arquitectura do Sistema Gerador de Sinais PCM

A Figura 4.1 mostraa arquitectura do sistema de geracéo de sinais PCM a partir de sinais
amostra gerados por uma
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Figura 4.1: Arquitectura de um gerador de sinais PCM

Os blocos fundamentais desta arquitectura séo 0 amostrador com retencéo, aqui designado por
S&H (Sample & Hold), responsavel pela amostragem temporal da fungdo amostra X, (t)
gerada pela FATC, o quantizador que em cada instante de amostragem discretiza a amplitude
da amostra adquirida, e o codificador que codifica a amostra temporal quantizada, geralmente
recorrendo a0 codigo binario natural. A saida do conversor paralelo — série € portanto uma
sequéncia de simbolos binarios. O modulador implementa um esguema de sinalizacdo que
gera 0 sinal PCM mais adequado para transmissdo através de um determinado cana de
comunicagdo. Nas secgOes seguintes, estudaremos em maior detalhe cada um dos blocos aqui
referidos.

4.2 Teorema da Amostragem

Comecgaremos por abordar o problema da amostragem temporal no contexto dos sinais
deterministicos de banda limitada. Consideremos um sinal x(t) , a partir
do qual se geram as amostras temporais x(kT ) onde

Suponhamos que as referidas amostras sdo obtidas a partir do sistema de amostragem |dea|
representado na Figura 4.2 . O sina resultante deste processo de amostragem vem dado por

1 PCM — Pulse Code Modulation.



%) =x() & dt- kT.)
o ¥ . (4.1)
= & x(kT,)d(t - kT,)

Figura 4.2: Amostragem ideal

Umavez que, de acordo com (4.1),

%o () =x() & dt- KT.),
K=-
e que '

+¥ +¥
A dlt- kT,)« £, Q df - kf,), (4.2)

k=-¥ k=-¥

=

éafrequencia de amostragem, entdo

onde

(4.4

Portanto, o espectro do sinad amostrado € a sobreposicdo de versdes do espectro do sinal
original trandadado para as frequéncias definidas por todos os muitiplos inteiros da
frequéncia de amostragem, como seilustrana Figura 4.3.
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Figura 4.3: Espectro do sinal amostrado: (a) f,> 2B; (b) fa< 2B
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Como se pode ver, as réplicas do espectro do sina original surgem perfeitamente
individualizadas apenas no caso (a) em que a frequéncia de amostragem € superior a duas
vezes a largura de banda de x(t). E 6bvio que nesta situacdo se pode recuperar o sinal

original x(t), filtrando passa-baixo o sinal amostrado xa(t) como se mostra na Figura 4.4.

Xa(t)
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Figura 4.4: Reconstrugdo do sinal original por filtragem ideal passa— baixo

No caso em que f, =2B temos

1 _eef Q« e
e de (4.1) obtém-se
y()=x(t)= & x(kT, )sinc(28(t - kT.)). 4.6)
k=-¥

Este resultado mostra que, qualquer que seja o instante t considerado, a amplitude do sind
x(t) com largura de banda limitada B se pode obter exclusivamente a partir das respectivas
amostras temporais x(kTa) através de uma operacdo de interpolacdo usando como fungdes
interpoladoras sinc(ZB(t- kTa)), k=...,-1,0,1,... Esta operacdo de interpolacdo é reslizada

pelo filtro passa— baixo ideal da Figura4.4, o qual € neste contexto usualmente designado por
filtro de interpolagéo. E ainda interessante notar que

+¥
6. nc(2B(t - kT, ))sinc(2B(t - nT, ))dt
-1 — -¥
T,'=f,=2B b 1 17/2B, n=k 1
=—sinc(n-k)={
f 0,ntk

(4.7)

ou sgja, (4.6) congtitui uma representacdo do sinal x(t) como uma combinaco linear de
componentes ortogonais. Usando (4.6) e (4.7)

"kl zZ, x(kTa)=ZB+(‘j<(t)sinc(ZB(t-kTa))dt, (4.8)

¥

0 que mostra que x(kTa) representa a projecéo de x(t) segundo a "direcdo"
sinc(2B(t - kT, )). {sinc(2B(t-kT,))}



4.3 Quantizacao

A amostragem conduz a discretizacdo temporal do processo original X(t) definido em

tempo continuo. Na préatica, a amostragem é realizada pelo amostrador com retencéo (S&H).
O S&H recolhe a amostra temporal no instante de amostragem kT, e retém o respectivo valor
da amplitude durante o interval de amostragem seguinte. A Figura 4.5 mostra a saida do S&H
no caso em que se assume 0 modelo mais ssimples de ordem zero: a amostra é colhida
instantaneamente, permanecendo constante o valor adquirido durante um intervalo de tempo
de duracéo igual ao periodo de amostragem. Apesar do aspecto em escada da funcdo amostra
Xg (t) deve ter-se presente o facto de que a variavel aeatoria X, (t) que modela a amplitude

do processo X, (t) écontinuae, portanto, X_(t) éum processo anal gico.

® ) XA(t)
\Xv/ : Wﬁéf’ P s
@ (b) (©

Figura4.5: (a) sina original; (b) sinal amostrado idealmente; (¢) saida do S&H de ordem zero

X (t) x,(kT,)
. Estes simbolos s&o,
definidos por da amplitude, sendo a amostra xa(kTa) aproximada pelo

nivel de quantizacdo mais proximo. Esta operacdo, dita de quantizacdo, é executada pelo
quantizador (ver Figura4.1).

4.3.1 Quantizacdo Uniforme

As possivels caracteristicas de entrada — saida de um

, estéo
representadas na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Caracteristicas e erro de quantizacdo uniforme: (a) impar; (b) par
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Os dois tipos de caracteristica de quantizacdo ilustradas na Figura 4.6 diferem apenas na
forma como cruzam a origem, dando origem a um numero impar Figura 4.6-(a) ou par Figura
4.6-(b) de niveis de quantizacdo. Em qualquer caso, e designando o

, 0 nimero de niveis de quantizacdo e o comprimento do intervalo de quantizacdo
verificam arelagéo
MD=2X . - (4.9)

Uma vez que o nimero M de niveis de quantizacdo tem de ser finito é necessario ter algum
cuidado na especificagdo do nivel de sobrecarga. Com efeito, sgja qual for o valor

especificado para o nivel de sobrecarga, a probabilidade PQXa| > xmax)," KT,, é em gerd,
ndo nula, sendo todas as amostras identificadas pelo acontecimento |X ,| > X ., quantizadas
pelos niveis extremos. Nestes casos, 0 erro de quantizacéo definido pela variavel aleatéria

E(kT,)=X o (kT,)- X(kT,) (4.10)

tomara valores que em modulo podem ser muito elevados, como se ilustra na Figura 4.6.
P(X o] < X e ), " KT,

E(kT,) Eg. (4.12)

4.3.2 Relacgdo Sinal — Ruido de Quantizacéo

O erro de quantizacgo definido em (4.10) pode ser interpretado como tendo resultado de
uma amostragem do processo que designaremos por ruido de quantizacdo e, portanto,
podemos escrever

Xo(t)= & EKT)d(t- kT,)+ & X(kT,)d(t- kT,). (412

k=-¥ k=-¥

Se este for 0 processo cujas fungdes amostra se apresentam a entrada do filtro de reconstrucéo
(4.5), entdo de (4.6) resulta

+¥

Y(t)= § E(KT,)sinc(2B(t - kT,))+ X(t), (4.13)

onde -
£()= & E(kT,)sinc(28(t - kT.) (4.14)

k=-¥

modela o ruido de quantizacdo. Portanto, podemos concluir que o sinal reconstruido € uma
versao do sina origina distorcida aditivamente pelo ruido de quantizagdo. Para quantificar o
desempenho (precisdo) do processo de digitalizagcdo — reconstrucdo usa-se como medida a
relacdo sinal — ruido de quantizac8o aqui designada por SQNR*

SONR = 2x | (4.15)
Pe

2 SONR: Signal to Quantization Noise Ratio.



Por definicao a poténcia do ruido de quantizacdo é dada por

I S RPN,
Pe =Eilim = OF*(tety,

1 TJﬂ b

ou, fazendo2BT, =1 e usando a aproximacdo que explora o facto de as fungbes sinc(®
decrescerem com 1/t

E()» a £ (kT,)sinc(28(t - KT, ),

k=K
P »E lim_* gEZ(kT)[’] (4.16)
e T e b '

Na falta de conhecimento mais preciso, assumiremos gque o erro de quantizacdo esta limitado
aointervalo [- D/2,+D/2] e tem distribuiggo uniforme, isto &,

n 1 _ 220
k, f-le)==Pc==.
E() D ng
Nestas condicdes, de (4.16) resulta
D
P »—. 417
E»12 (4.17)

Facto 4.1: Sgja D o comprimento dos intervalos de quantizacdo de um quantizador
uniforme. Assumindo que a probabilidade de o quantizador ser sujeito a sobrecarga
é desprezével, entdo a SQNR vale®

P

X
Pz (4.18) O

SONR »

Como seria de esperar, a SQNR diminui quando o comprimento do intervalo de
guantizacdo aumenta, 0 que se traduz numa reconstru¢cdo menos precisa do sina original.
Uma das estratégias possiveis para combater este efeito consistiria em, para 0 mesmo nivel de
sobrecarga, aumentar o nimero M de niveis de quantizacdo. Como veremos de seguida, uma
simples andlise qualitativa do problema mostra que esta ndo é necessariamente a estratégia
mais adequada.

4.4 Taxa de Geracdo de Dados Binarios num Sistema PCM

Recorrendo a Figura 4.1, verificamos que a jusante do quantizador existe um bloco de
codificacdo que, em geral, gera palavras do cddigo binario natural. Isto significa que cada um
dos M niveis de quantizacéo é codificado por uma palavra binéria de comprimento®

L=4dog, M log, M . (4.19)

% O fndice U é usado para sublinhar que o resultado obtido se refere ao quantizador uniforme.
* Uma vex mais a notagao e@u designa o0 menor inteiro imediatamente superior ou igual a (>) .



Naturalmente, o conversor paralelo — série tera de gerar sequéncia binérias de comprimento L
num intervalo de tempo que ndo pode exceder a duracdo do periodo de amostragem.
Atendendo a (4.19), concluimos que a taxa de geracdo de dados bin&rios na saida do
conversor paralelo — série deve verificar a desigualdade

(3 IogTz M (4.20)

a

Finalmente, porque o teorema da amostragem tem de ser respeitado, podemos concluir o
seguinte:

Facto 4.2: Um sistema gerador de sinais PCM desenhado para sinais fonte com
largura de banda n&o superior a B que use um quantizador de M niveis e o codigo
binério natural gera dados binérios a umataxa nuncainferior a

r=2Blog, M. 4.21) O

Portanto, quanto maior for quer a largura de banda da fonte quer a precisdo requerida na
reconstrucdo do sina original, maior é a taxa de geracéo de dados binarios necessaria para
transmitir o sinal fonte anal 6gico usando técnicas de comunicacdo digital.

4.5 Quantizagdo N&o Uniforme

No parégrafo 4.3.2 acabamos por concluir que

(portanto, o equivalente a diminuicdo do comprimento do intervalo de
guantizacdo). Se nos reportarmos ao Facto 4.2, eq. (4.21), somos obrigados a concluir que tal
estratégia teria por consequéncia 0 aumento da taxa de geracéo de dados binarios, ou sgja, da
taxa de transmissdo necessaria. O aumento da velocidade de transmissdo requer por outro
lado respostas temporais mais rapidas do cana de transmissdo ou, de modo equivalente,
bandas de transmissdo mais largas. Ta facto, traduzir-se-ia necessariamente por uma maior
sensibilidade do sistema de transmissdo face ao ruido de canal ( ruido branco) com evidente
reflexo negativo na respectiva fiabilidade. Adoptando a estratégia atras descrita, estariamos
assim a privilegiar a precisdo da quantizacdo em troca da fiabilidade de transmisséo o que, em
situacdes limite, pode ter efeitos desastrosos no desempenho global do sistema de transmissao
PCM. Existem, no entanto, estratégias aternativas. Uma delas é baseada no seguinte
raciocinio.

Em geral, os sinais de interesse para transmissdo recorrendo a sistemas PCM, como 0s
sinais de voz, audio e video, tém média nula e as respectivas amplitudes tomam com maior
probabilidade valores em intervalos mais préximos do valor médio.
ndo faz uso deste facto,

. Uma vez que no intervalo de funcionamento do quantizador
(determinado pelo nivel de sobrecarga) o erro de quantizacdo €, para cada intervalo de
quantizacdo n com comprimento D, , limitado em valor absoluto por D, /2, faz sentido

pensar em quantizadores ndo uniformes que usem interval os de quantizagdo mais longos para
amostras que ocorrem em intervalos de menor probabilidade e intervalos de quantizagdo de
menor comprimento no caso contrario. A escolha destes comprimentos devera portanto ser
feita por forma a optimizar, de acordo com determinado critério, 0 desempenho do processo
de digitalizaco — reconstrucéo do sinal gerado pela FATC.



Um quantizador ndo uniforme pode ser representado pelo modelo da Figura 4.7, onde o
compressor € usado como uma nédo linearidade que transforma interval os de quantizagdo ndo
uniformes em interval os de quantizac&o de igual comprimento.

Xa(KT,) 2(kT,)

Quantizador %Q (kT.)
— Compressor

] —
uniforme

Quantizador nao uniforme

Figura4.7: Modelo conceptua de um quantizador ndo uniforme

O é descrito pela caracteristica 2= €(X) que se exemplifica na Figura 4.8.
Claramente, os intervalos de comprimento uniforme no eixo vertical (saida z do compressor)
resultam de intervalos no eixo horizontal (entrada x, do compressor) cujos comprimentos
crescem com o afastamento relativamente a origem.
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compressor

€ (zq)

expansor

Figura 4.8: Quantizac&o ndo uniforme — compressdo, quantizacdo uniforme, expansdo

A quantizagdo ndo uniforme gera amostras quantizadas

zo(kT,)=2(kT,) + &(kT,)

- O{u(kT,) + BkT,) 2

onde € designa uma amostra do erro de quantizacdo uniforme relativamente a z. De (4.22)
fica claro que, mesmo que €° 0, da interpolagdo das amostras Z, resultaria uma versao

completamente distorcida do sinal de origem x(t). Tal deve-se a presenca da ndo linearidade
z:C(x) introduzida pelo compressor. Portanto, antes de se proceder a filtragem de
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reconstrucdo € necessario compensar o efeito distorcivo do compressor recorrendo a um
dispositivo também ndo linear, o , Cuja carateristica é a transformacéo inversa®

x=C !(z). supondo que &(kT,) << C(x(kT,)), resuita

Y(kTa)=C Hzq(kTa)) = C HCl(kT,)+ B(kT, )
@x(kTy)+ey, (kTa)
(4.23)
onde 0 erro de quantizacao ey, (kT,) depende localmente da entrada x(kT,).

4.5.1 Relacgdo Sinal — Ruido de Quantizacéo

Com generalidade, a caracteristica do compressor deve exibir as seguintes
caracteristicas:

P1. C(x)é monodtona crescente;
P2.  C(x) tem simetriaimpar: C(- X) = - C(x);
P3. C(0) =0 e C(Xmax) = Xmax, ONAE Xmax € 0 Nivel de sobrecarga.

Consideremos o intervalo |, delimitado por x, e X,,, €com comprimento
Dy =Xy = Xi- (4.24)

Como se observa na Figura 4.8, qualquer valor do sinal origina x,1 I, é quantizado pelo
nivel z, que se assume valer

— Xpar X

Z, 5

(4.25)

Sga fy (>) afuncéo densidade de probabilidade da amplitude X(t) das amostras do processo
X(t), e que se assume ser simétrica, isto &,

fo(- x)=f (x). (4.26)

Suponhamos que o nimero total M de niveis de quantizagdo definido em (4.9) é
suficientemente elevado para que sgja vaida a aproximacao

e =Pr(xT 1,)= x (U)du»fy (z,)D, . (4.27)
Definindo o erro de quantizagéo
E, =z - X, X1 I, (4.28)

entdo, por definicdo, a variancia do erro de quantizacdo é

®> No pardgrafo 4.5.1 apresentaremos as propriedades que a caracteristica de compressao deve exibir
para garantir, entre outras coisas, a existéncia e unicidade da transformagéo inversa.
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sZ= rng - u)’f, (u)du. (4.29)

Particionando o intervalo de integracdo em intervalos de quantizacdo Iy, e fazendo uso de
(4.27), entéo (4.29) tomaaforma

finamente, recorrendo a (4.24) e (4.25),
1'%t
sZ»—a pDk . (4.30)
12,5,

Voltando a Figura 4.8, e na hip6tese que temos vindo a assumir de M ser suficientemente
elevado, temos

0 que, uma vez substituido em (4.30), da

I\Zn;la); '\gl Py [C(X 0 )]2
k=0

X
Sé»

w

ou, voltando arecorrer a (4.27),
2
X max

amM?

Sé»

Slew] 1, . (431

xmax], e de (4.31)

resulta s 2 » D?/12, como seria de esperar. Seguindo um raciocinio semelhante a0 usado no

paragrafo 4.3.2, concluiriamos facilmente que a poténcia média do ruido de quantizacéo €, no
caso geral, aproximadamente dada por

Note-se que no caso da quantizagio uniforme C(x)=x, " x1 [-x

max 1

PE »

sznax Xmix - -2
S el *rx (o

e, portanto, a SQONR definida em (4.15), vale

4-10



xmax

, Of x (u)du
SONR » i,\z/l Xmax- i . (4.32)
"= Sl %t ()au

-X

max

O resultado obtido mostra que, com generdidade, a SQNR depende explicitamente da
densidade de probabilidade da amplitude do sina quantizado. Isto sugere que se possam
desenhar quantizadores cuja caracteristica minimize a poténcia do ruido de quantizacdo. Tal é
de facto possivel e constitui um dos problemas fundamentais abordados na teoria da distorcéo
(rate distortion theory) intimamente ligada ao problema da compresséo de informac&o. Este
topico ndo sera agqui prosseguido. Pelo contrério, abordaremos uma perspectiva diversa que
tem sido adoptada, em particular, nos sistemas digitais de transmiss@o de voz (telefonia
digital).

4.5.2 Quantizacdo Robusta

Se observarmos a expressao (4.32) com sentido critico, verificamos que a condicao

Cx)=—, X £ X e (4.33)

x | X

onde K é uma constante arbitréria, garante que a SQNR se torne independente de f, (¥,

tornando o quantizador robusto face as propriedades estatisticas da amplitude do sinal a
guantizar. De facto, nestas condicoes,

3aM? _ K?
x2 ~ DF12

max

SONR » K 2 (4.34)

Usando a propriedade P3 da caracteristica C(x) como condicdo fronteira da solucdo da
equacdo diferencia (4.33), obtemos

®&x 0
X e 5
Faz-se notar que a caracteristica C(x) especificada por (4.35) ndo se define em x =0. Na
prética, € usual definir a caracteristica de compressdo de modo que sgja aproximadamente (ou
mesmo) linear na vizinhanga de x =0, garantindo-se C(O): 0, seguindo uma lei logaritmica
nos restantes valores de X.

C(X) =X + KN (4.35)

4.5.3 Normas Internacionais de Quantizacédo de Sinais de Voz

As normas internacionais usadas para quantizacdo de sinais de voz em sistemas
telefonicos digitais sdo alei-m

Clx|) _ I+ mix| /X)X
T e ,OEXW £1 (4.36)
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adoptada por exemplo nos Estados Unidos, Canada e Japao, e alei-A

} 'A\|X|/Xmax £ |X| Ei
o) 1 T1+mna Xoe A
=1 (4.37)
X mex -|-1+In(A|x|/xmaX) 1, ¥ 1
Foo1+mA A X

adoptada na Europa. A Figura 4.9 ilustra estas caracteristicas para diversos valores dos
pardmetros m e A, em particular, para os valores praticos m = 255 e A = 87.56,
respectivamente.

1 T T T T T T T T T 1

- % 7
0.9 b 0.9+
S e
e
0.8 / ] 08 ,,/
0.7, S i 07} /
0.6 ] o6l
0.5 ] sl
0.4 / 1 0.4l
0.3| e 1 0.3}
0.2 / — 02}
S

0.14 0.1

0 0 . . . . . . . . .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
@ (b)

Figura4.9: (@) lei-m m=0, 5, ;(b)le-A: A =1, 2,

4.6 Receptor de Sinais PCM

A Figura 4.10 mostra a arquitectura de um receptor de sinais PCM, onde o bloco de
filtragem regeita todas as componentes de frequéncia fora da banda de transmissdo. O
expansor compensa a distorcdo ndo linear introduzida pelo quantizador ndo uniforme. O
detector binério de entrada é responsavel pela reconstrucdo da sequéncia binaria transmitida.
Esta reconstrucéo € feita na presenca de ruido pelo que a probabilidade de ocorréncia de erros
€ ndo nula.

sina PCM

— B Detector Conversor —
+ -
i Filtro binério Série-Paraeo Descodificador
ruido
TTa “Ta/L
Filtro de Sinal reconstruido
> Expansor : * )
interpolagéo

Figura 4.10: Arquitectura do receptor de sinais PCM
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Portanto, o sinal reconstruido constitui uma versdo do sinal origina gerado pela FATC
distorcida pelo ruido de quantizacéo e pelo efeito dos erros de transmissdo induzidos pelo
ruido de canal. A importancia destes dois efeitos distorcivos sera avaliada mais tarde quando
estudarmos o desempenho deste tipo de sistema.
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