3 Sinais Aleatérios em Tempo Continuo. Parte Il: Modelos de
Fontes de Informacédo e de Ruido.

No capitulo anterior tivemos oportunidade de recordar os conceitos basicos da teoria das
probabilidades e das variaveis aleatérias. Neste capitulo faremos uso destas ferramentas de
modo a construir o modelo de um processo estocastico. Este tipo de sinais sera entdo usado
para introduzir alguns modelos de fontes de informacéo e de ruido.

3.1 Conceitos Basicos

Como vimos anteriormente, uprocesso estocéstgnx(t) pode ser visto como um
conjunto de sinais deterministic x(t;Ei), designados por funcdes amogioade §;, € um

dos resultados elementares de um fendmeno fisico completamente caracterizado pelo
conjunto ¥ de todos os resultados experimentais directos. Neste caso, dado o espaco de
probabilidadeP, faz-se corresponder a cada eleménif um sinal deterministicox(t;&) tal

como se representa pa Figurd 3.1 @ |, €,,&5,€; . Note-se que este tipo de modelagéo é
muito semelhante & de uma varidvel aleatoria. A diferenca reside no facto de cada realizacédo
x(§) de uma variavel aleatéria X ser um nimero real, enquanto que uma realizagdo do

processoX (t) é um sinalx(t;€) que varia ao longo do tempo. A cada instapte a cada
elementcE 0% corresponde um namendt,; &), como também se ilustra fégura 3.1 Estes
nimeros correspondem a realizagdes da varidvel aleatdtig. Por outras palavrasm
gualquer instante de tempo, o "valor" de um processo estocastico é uma variavel.aleatoria

B =(%Q,P(D)

Figura 3.1: Modelacdo de um processo estocastico

O facto anterior sugere outro modo de modelar um processo estocastico. Embora menos
intuitivo, 0 modelo que a seguir introduzimos é mais apropriado para um desenvolvimento
matematico preciso da teoria dos processos estocasticos.

Def. 3.1- Um processo estocastico é uma colecdo de variaveis aleatorias
{X(t,). X(t,)...} definidas nos instantit,,t,,...0R ou, com generalidade,

1 Um processo estocastico serd sempre designado por uma letra maitiscula em italico.
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X (t)={x(t), tOR} .

Deste ponto de vista, um processo estocastico € representado por uma colecdo de
variaveis aleatérias indexadas por um conjuntoRense aquele conjunto fdR,

entdo o processo é continuo; se for um conjunto contavel de ponfRsentéio o
processo ndo é mais do que uma sequéncia temporal de variaveis aleatérias.

3.2 Descri¢do de um Processo Estocastico

A descricdo complet@gle um processo estocéstioo(t) envolve a especificagcdo da
densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleafotias) X(t,),...,X(t,)} para
todas as escolhas possiveis fte,t,,...,t,}0R" e para todos os inteiros positivos,
n=12,...

A descricdo de ordem tle um processo estocasti¥dt) define-se como a anterior mas
agora paran=12,..., N Um caso particular, muito importante no estudo de sistemas de
telecomunicagOes, é o dé= . Rleste casajescricdo de segunda ordesdo conhecidas: a
densidade de probabilidadg,, ([)] de X(t) para todos os valores d€IR, e a densidade de

probabilidade conjuntet . )1} do par{X(t,),X(t,)} para todos os pares de valores

{t,t,}0R?. Note-se que, em geraky, () e fy( )G variam com t eft,t,},

respectivamente.

Embora existam problemas cuja abordagem implica o recurso a descricbes de ordem
superior, outros, como 0s que iremos considerar, podem ser tratados usando apenas descricoes
de segunda ordem. Dai que, no que se segue, venhamos a considerar apenas descri¢cdes de
segunda ordem.

3.2.1 Médias Estatisticas

A média, ou valor expectavel, de um proceséfi) é uma fungdo deterministica do
tempo m, (t) que se define em cada instarit@R como o valor expectavel da variavel
aleatériaX (t).

Def. 3.2- Média. Seja fy(J a funcdo densidade de probabilidade da variavel

aleatériax(t) gue em cada instantR constitui a descricdo de primeira ordem
do processiX(t). Entéo, a média ¢ X(t) é

)=E{X(t)} J’ uf o ()dy, OtOR . (3.1)

Como foi evidenciado anteriormenlfgq(t)([)] €, em geral, variante com t o que implica a
variabilidade temporal da média de um processo estocastico.

Def. 3.3-Autocorrelacdo.Seja fy (E,I[)] a funcéo densidade de probabilidade
conjunta das variaveis aleatorl{X( 1), (t,)} que para cada par de instantes
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{t,.t,}O0R2? constituem a descrigéo de segunda ordem do pro X(t)o Entéo, a
autocorrelagéo dX(t) é

Rx (t11t2) = E{X(tl)x(tz)}

, Oht, , t DIRZ-(3.2)
= [k MV ;) (1, V v {tu.ta}

Aqui repete-se o comentario feito a proposito da média. Uma vezfﬂﬁjﬁ(tz)(mlj]
depende dt{tl,tz}, 0 mesmo acontece, em geral, com a autocorrelacao.

3.3 Estacionariedade de Processos de Segunda Ordem

Muitas das propriedades dos processos mais frequentemente usados em problemas de
interesse préatico sdo convenientemente interpretaveis recorrendo as descrigcbes até a segunda
ordem. Nesta seccao, iremos introduzir o conceito de estacionariedade.

Def. 3.4-Estacionariedade em sentido estritdm process: X(t) € estacionario
em sentido estrito sse:

1. Ot,AOR e 1= T ooy (O (3.3)

2. 0t,t,,AOR fX(tl)X(tz)(D]j]z fX(t1+A)X(t2+A) (DD] (3.4)

A estacionariedade estrita € uma propriedade muito particular que poucos processos
fisicos verificam. A condicao @.3) significa qlﬁg(t)([)] € invariante no tempo, enquanto que
(3.@]) afirma quef X(tl)x(tz)(DD] € invariante relativamente a qualquer translag@o intervalo
[t..t,].

Podemos também introduzir uma outra nogcdo de estacionariedade, menos restritiva, e
gue tem dominio de aplicabilidade mais amplo.

Def. 3.5-Estacionariedade em sentido lattm processcx(t) € estacionario em
sentido lato sse:

1. OtOR  E{X(t}=my; (3.5)

2. 0O,10R  E{X()X(t-1}=R,(1). (3.6)

Ao contrario da estacionariedade em sentido estrito que imp&e restricbes muito fortes
directamente sobre a descricdo probabilistica do proc{sh, a estacionariedade em

sentido lato apenas restringe as estatisticaX (d)a Mais especificamente, E.S) implica que

a média dex(t) € constante no tempo, e|]3.6) diz que a respectiva autocorrelacdo nao
depende explicitamente dos instan{e§t2} mas apenas da diferenga=t, —t, entre os
extremos do intervalft,, t,].
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Facto 3.1:Seja X(t) um processo estacionario em sentido estrito. EX(t) é
estacionario em sentido lato. O contrario ndo é, em geral, verdadeiro.

A demonstracdo deste facto ndo € aqui feita, sendo deixada como exercicio. No

seguimento, e salvaguardadas algumas situacdes que serdo devidamente explicitadas,
consideraremos apenas processos estacionarios em sentido lato.

3.3.1 Propriedades da Autocorrelacdo de Processos Estacionarios

A funcédo de autocorrelacdo de um procexib), estacionario em sentido lato, goza das
seguintes propriedades:

P1. A autocorrelagdo é uma fungéo par:

tOR: R, (1) =E{X(t)X(t-T1)}

(3.7)
=EX(t-ox(th=Rx(-1)
P2. A autocorrelacdo tem um maximo (t=0:
OtOR:  |Ry (1) <R (0). (3.8)

Fazendo uso deP1 e do facto Eﬂ-x(t)i X(t —T)]Z} ser uma quantidade ndo negativa, a

propriedadd PP é faciimente demonstrada.
A autocorrelagéo providencia um meio de descrever a interdependéncia de duas variaveis

aleatériasX (t) e X(t - ) que modelam as realizagdes do proce¥{g em dois instantes de

tempo separados desegundos. E aparente que quanto maior for a taxa de variacdo temporal
de X(t), mais rapidamente a autocorrelagio decresceré relativamente ao niéif@p

guandot aumenta. Este decrescimento pode ser quantificado pelo tempo de descorrelagéo,
isto é, o valor da a partir do quaIRX(T) permanece abaixo de um limiar previamente
especificado.

3.4 Ergodicidade

Para um processX (t) estacionario em sentido estrito, podemos definir dois tipos de
média:

1. a média de conjuntj introduzida na Def. E.Z, eq. KB.l), e cuja particularizacdo para o
caso de interesse aqui se apresenta:

My = f, i (), (3.9)

onde se fez desaparecer a dependéncia explicita no tempo da densidade de probabilidade
da amplitudeX (t), tOR;
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2. a média temporal

.1 72
mx(Ei)z(x(t;Ei))=l|rﬁr‘!0?'[T/2 x(t; €, )t (3.10)
calculada directamente a partir de uma fungéo amafty& ) do processoX (t).

Note-se que a média temporal, (¢,) deve ser encarada como uma amostra da variavel
aleatoria

M, = lim =7 X ()t (3.11)

onde X(t), tOR, é a variavel aleatéria que em cada instante de tempo determina a descri¢éo
de primeira ordem do procesét(t) (ver discussdo no inicio da sec 3.2).

3.4.1 Ergodicidade na Média

Def. 3.6-Ergodicidade na médiaO processt X(t), estacionario em sentido estrito,
€ ergddico na média sse

08, m, =m, (&) (3.12)

Por outras palavras, podemos afirmar que, sendo o processo ergdédico na média, entédo
podemos usar o operador média tempo@(&lO) aplicado a qualquer fungdo amostra e obter o
valor expectavel da amplitude do processo considerado. Note-se que a igualdade expressa em
(3.) s6 é valida no limite quando- o« . Na pratica, usa-se o estimador

R ) _ 1 +7/2 .
(&)=<, x(tE Jt, (3.13)
obtendo-se uma amostra da variavel aleatéria

~ 1 +7/2
MX(T)=? ks X (t)dt . (3.14)

Facto 3.2: Uma condicdo necessaria e suficiente para que o prot X(t))
estacionario em sentido estrito, seja ergddico na média com probabilidade 1 é:

TIirﬂnoo E{I\7I X (T)} =my

(3.15)
=0

lim o2
T 500 MX(T)

A condicdo na média, impondo que, no limite, o valor expectavel das estimativas iguale o
valor expectavel da grandeza estimada, garante gaensador € ndo enviezadd condi¢édo
na variancia (recorde-se a desigualdade de Chebishev introduzida no capitulo 2) garante que,

no limite, o estimador produz uma estimativa que é igual a grandeza a estimar com
probabilidade 1.
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3.4.2 Ergodicidade na Correlacao

Def. 3.7- Ergodicidade na correlagadd processt X(t), estacionario em sentido
estrito, é ergddico na correlagao sse

TnE Ry ()= EXOX( - b= lim 2 [ x(6E - e
(3.16)

Tal como no caso da média, a igualdade anterior s é véalida no limite qhiando. Na
prética, usa-se o estimador

~ +T/2
Ot Rx(r)zl _T//z x(t; & X(t-T;& )dr. (3.17)
Facto 3.3: O processox(t), estacionario em sentido estrito, é ergédico na

correlagdo com probabilidade 1 sse, no limite quandod¥, o estimador (@ for
nao enviezado e a variancia das estimativas for nula.

3.5 Poténcia e Energia

Como se sabe, os sinais deterministicos dividem-se em duas grandes classes: os sinais de
energia e 0s sinais de poténcia. Consideremos um proc)éés)oe uma qualquer das

respectivas fungdes amostedt; £, ). Por definicdo, a energil, e a poténcid® dex(t;£,)
sdo dadas por
E = x2(tE )t

I
1 +7/2 2

P o=lim —[ X (t;€, )dt.

Note-se queE, e P dependem da funcéo amosm@;ii) e, portanto, sdo realizagdes de

duas variaveis aleatérids, e P, , respectivamente. A poténcia média e a energia média do
processoX (t) s&o entéo definidas como

P, =E{P,}
X X (3.18)
Ex = E{Ex}1
respectivamente. Formalmente,
1 +T/2
Py = lim — X 2(t)dt
-1/2 (3.19)

Ey = IXZ(t)dt.

Substituindo (3.19) em (3.18) e tendo em conta a Dldf. 3.3, Eh. (3.2), obtém-se
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1 +T/2 H 1 +T/2
P, = E%im = X 2(t)dto= im = Ry (t,t)dt
B4 BT (3.20)

+o00

E, = Egsz(t)dt% = IRX (t,t)dt
00 a —00
Supondo qu@((t) € estacionario, entdo de.20) resulta, para o caso da energia,

E, =IRX(O)dt.

Se 0 processX (t) fosse de energia, tal implicaria g, fosse uma quantidade finita, o

que sé seria possivel sélt, RX(O)=E{X2(t)}=O, ou seja, sellt, X(t)=0 com
probabilidade 1. Em conclus&w) caso dos processos estacionarios, apenas 0s processos de
poténcia tém interesse tedrico e pratiédendendo a (@0), podemos entdo concluir o
seguinte:

Facto 3.4:0s processos estocasticos estacionarios pertencem a classe dos sinais de
poténcia, e tém poténcia média

P, =R, (0)=E{x2(t)}. (3.21)

(3.22)

A proposito das conclusdes do estudo anterior, podemos ainda acrescentar o seguinte
comentério: as representa¢cfes de frequéncia normalmente usadas ndo tém aplicagédo directa
no caso dos sinais ndo deterministicos. Com efeito, a transformada de Fourier define-se, salvo
casos muito particulares, apenas para sinais de energia e a série de Fourier aplica-se no caso
dos sinais periddicos. Os sinais aleatérios pertencem, como vimos, a classe dos sinais de
poténcia mas nao sdo necessariamente periédodsnto, ndo podemos, em geral, usar quer
a transformada quer a série de Fourier para representar na frequéncia as fun¢cdes amostra de
um processo estocastico

3.6 Processos Mdltiplos

Def. 3.8- Independéncia estatistica.Dois processos X(t) e ¥(t) s&o

estatisticamente independentes sse, para todos os (tl,tz)I]Rz, as variaveis
aleatériasX(t,) e Y(t,) forem estatisticamente independentes.

Def. 3.9- Processos incorrelacionadosDois processos X(t) e ¥(t) s&o

incorrelacionados sse, para todos o0s p:(tl,tz)DRZ, as variaveis aleatorias
X(t,) e Y(t,) forem incorrelacionadas.

Def: 3.10-Processos ortogonaidois processo X(t) e ¥(t) s&o ortogonais sse,

para todos os pare(t,,t,)OR?, as variaveis aleatériaX(t,) e Y(t,) forem
ortogonais.
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Def. 3.11-Correlagéo cruzadaA correlacéo entre dois processX(t) e Y(t) é
definida por
R (tirt,) = E(X (6, )Y (t, } = Rux (t2. t,)- (3.23)

Def. 3.12- Estacionariedade conjunta.Dois processos X(t) e Y(t) s&o
conjuntamente estacionarios {X(t) e Y(t) forem estacionarios Ryy(t,,t,) s6
depender explicitamente T=t, —t,.

3.7 Transmissdo de Processos Estocasticos através de Sistemas
Lineares Invariantes no Tempo (SLITs)

Nesta sec¢éo vamos estabelecer as relacdes de entrada — saida de SLITs quando a entrada
€ um processo estocastico. No estudo deste problema, consideraremos as representacées no
tempo e na frequéncia.

3.7.1 Relacdes Entrada — Saida no Dominio do Tempo

Consideremos um SLIT descrito pela respectiva resposta impLﬁsib(n)aJ como se

ilustra na[Figura 3|2, ond&(t) e Y(t) representam os processos de entrada e de saida,
respectivamente.

X(t) ) Y(t)

—

Figura 3.2: Sistema linear invariante no tempo

Se a entrada do SLIT for uma realiza%ip(t) do processadX (t), teremos na saida uma
realizagéoy, (t) do processer(t) dada por

y, (t)=+fh(T)xi(t - (3.24)

isto &, pelo integral de convolucdo entre a entrada e a resposta impulsional do SLIT. Mais
uma vez se sublinha que, ocorrendo a entrads) aleatoriamente, entdo a saiyigt) é

também aleatéria. De acordo com o modelo que temos vindo a usar, 0 prlri(:tésséo
representado no instante t pela variavel aleatéfig e o processoX (t) é representado no
instantet — T pela variavel aleatériX (t — ). Formalmente podemos ent&o escrever

Y(t)=+fh(r)x(t—r)drzh X (t). (3.25)

2 A resposta impulsional de um SLIT é o sinal de saida quando a entrada € um impulso de Dirac.
% para simplificar a notag&o, passaremos aXJ§(a) para designar a funcao amom(a; & )
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3.7.1.1 Média da Saida

Tendo em conta que o valor expectavel é linear e que a resposta impulsional é
deterministica, de (B.25) vem

m, ()=E{Y(t}=e{hOx ()} =h OE{X(t} =h Om, (t), (3.26)

ou seja,a média do processo de saida é dada pelo integral de convolucdo entre a resposta
impulsional do SLIT e a média do processo de entrada

Entrada estacionaria na média.No caso em que o processo de entrada é estacionario,
m, (t)=m, , e de (I2b) resulta imediatamente

= }oh(t -1)m, (t)dt = %oh(r)dr Eﬂ X 1

m, =H(O)m,, (3.27)

isto &,

onde

+o00

= Ih(t)e-im‘t dt (3.28)

é a funcdo de transferéncia do SLIT dada pela transformada de Fourier da respectiva resposta
impulsional. Portantose o processo de entrada do SLIT for estacionario na média, entdo a
saida é também estacionaria na média

3.7.1.2 Correlacbes Cruzadas Entrada — Saida

Usando a Def. El, eq. 23), podemos calcular a correlacéo entre o processo de saida
do SLIT Y(t) e o de entrada (t):

Ryx(t.t-1 )=E{Y() (t-) !
—E@IXt— duD<( - )E

= IE{X t—u)X(t - T)th(u)du
e, portanto,

IR - u,t - 1)h(u)du. (3.29)

Recorrendo ainda a Def[3]11, eq[ (3.23), e[a]3.29), podemos também concluir que
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+00

Ry (Lt-1)=Ry (t-1,t)= IRX (t-t-u,t)h(u)du. (3.30)

Entrada estacionaria na correlagdo.No caso em que o processo de entrada é
estacionario na correlacaR, (t,t - '[) - Ry (T) , isto é, a autocorrelagdo depende apenas da

diferenca entre os instantes de tempo t-a.tFazendo intervir este facto em@.Zg) @.30)
obtemos, respectivamente,

+00

Ryx(1)= IRX (t-uh(u)du < Ry (t)=hOR, (1) (3.31)

+00

R, (T)= [Rx (t+uh(u)du = h™ R, (1), (3.32)

onde se usa a notagao
h™(t)=h(-t). (3.33)

3.7.1.3 Autocorrelacéo da Saida

Por ser a situacdo de maior interesse para 0S assuntos que iremos estudar,
consideraremos agui apenas 0 caso em que 0 processo de entrada é estacionario.

Entrada estacionéaria na correlacdoNeste caso,
R, (tLt-1)=E{Y()Y({t-t}={yt)hOx(t-t)}=h" OR (1),
onde se fez uso de [3]25) € (3.33). Finalmente, e tendo em cpnja (3.31),
R, (t)=h" OhOR, (7). (3.34)

Portantose o processo de entrada for estacionario na correlagéo, entdo o processo de
saida também o é e tem autocorrelacéo dad¢ ).

Sintese.A conclusdo mais importante a reter da discussdo conduzida nesta seccao
resume-se no seguinte:

Facto 3.5:Seja X(t) um processo estacionario de segunda ordem. Suponhamos
ainda que um SLIT caracterizado pelas respectivas resposta impu h(t)]@l
fungéo de transferéncH(f) processa fungées amos x, (t)de X(t). Entéo as
saidasy, (t) constituem as fungdes amostra de um procY(t)> O processY(t)

€ também estacionéario de segunda ordem: a relagédo entre as médias de saida e de
entrada é dada por [(3]27), e a relagdo entre as autocorrelagdoes de saida e de
entrada expressa-se en (3.34).

3-10



3.7.2 Relacdes Entrada — Saida no Dominio da Frequéncia

Antes de estudarmos o problema das representacfes na frequéncia das relagbes de
entrada — saida no contexto dos sinais aleatérios, € necessario introduzir o conceito de
densidade espectral de poténcia.

3.7.2.1 Densidade Espectral de Poténcia

Em discussao anterior, ver sec 3.5, concluimos que os processos de interesse teérico e
pratico pertencem a classe dos sinais de poténcia. Consideremos entdo um processo de
segunda ordenX (t) estacionario, e cuja poténcia média pode, de acordo c@ (3.20), ser

escrita na forma

= RPN =
P, =lim ECE (X2(t)dt, (3.35)
S [
onde
t), tol
XT(t)=%X() " tendol, OR comprimenoT.  (3.36)
g o,tO0l,

Obviamente, as fun¢des amost«@ (t) do processzT(t) tém duragéo limitada e, portanto,

pertencem a classe dos sinais de energia. Portanto, tém transformada deil#é:(tﬁbieSeja
XT(t) a variavel aleatéria que em cada instante t representa a amplitude das amostras do
processoX (t). Formalmente, podemos entéo definir a variavel aleatéria

X, (f)= [%s (t)e 12 t, (3.37)
cujas amostras sdo _

x0(f)= ng)(t)e‘jm‘t dt. (3.38)

E conhecido que qualquer sinal de energia e a respectiva transformada de Fourier verificam o
teorema de Rayleigh, isto &,

ﬁﬂmfm=?¢VMm=ﬁﬂme,

onde se teve em conta que estamos a considerar processos reais. A relacdo anterior reporta-
se as amostras das variaveis aleatdﬂaé() e X, (f)e, portanto, formalmente,

+00 +00 - 2
Ixi(t)dtz ﬂxT () of (3.39)
Substituindo (@9) em 5) e rearranjando os diversos termos, obtemos a expressao
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P, = Cim X L AR, ){zﬁjf,
Taoo

a qual se pode ainda escrever na forma

G, (f)=lim ZEHX (0 H (3.41)

TaooT

onde

O ponto importante a salientar desde j& é que a poténcia média total do processo
estacionario de segunda orde)((t) vem dada pela area delimitada por uma fungédo da
frequéncia. Por outro lado, esta fungéo tem, como se pode ver a parfir He (3.41), as dimensdes
fisicas de uma poténcia. Veremos em seguidacq,uéi), tal como definida em (B.41), goza
de propriedades muito importantes.

3.7.2.1.1 Teorema de Wiener — Khintchine

relacéo

Voltando a (§.4}1), podemos escrever

Eﬂ)’?T (f Xz H= ngxT (t)e 12 dt}oxT (r)e”'”“drg,

onde podemos substitu ; (0 por X(0} desde que se ajustem os limites de integracéo em
conformidade. Assim,

Eﬂx H IR o (t=1)e 2" gt | (3.44)

ondeD; € a regido de integragdo ilustrada[na Figurd 3.3. Fazendo a mudanca de variaveis
indicada ng Figura 3.3, [3]44) toma a forma equivalente
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H+T/Z T/2
ELX @z A2 @m +[Ry (e ™ @m ,
O O

=1/2 =1/2

ou seja,
0 T
Eﬂx 2@ [+ TR (e ah+ [(A+ TR, (e a,
-T 0
t u
T/2 W=t T/2
A=t-1
Dy T %/ 1
-T/2 T2 1 A
-T/2 -T/2
Figura 3.3: Transformacéo das regides de integracao
e, por fim,

Eﬂf(T ()’ @z T_}E—@E?x (A)e 12\ | (3.45)

Assumindo que, quandd - «, a fungéo|)\|RX()\) se mantém limitada, entao de@.45)
obtém-se imediatamente[(3]42) e o teorema de Wiener-Khintchine fica demonstrado.

3.7.2.2 Densidades Espectrais de Poténcia Cruzadas Entrada — Saida

Aplicando a propriedade da transformada de Fourier da convolugéome (3. e (3.32)
obtemos de imediato as densidades espectrais de poténcia cruzadas entre a saida e a entrada e
vice — versa.

w(f)=H()G (f) (3.46)

Gy (f)=H ()G (f). (3.47)
respectivamente.

3.7.2.3 Densidade Espectral de Poténcia da Saida

Procedendo como anteriormente, podemos obter a densidade espectral de poténcia da
saida directamente a partir de (3.34):

Gy (f)=|H{)* G (f). (3.48)
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Exemplo 3.1:Considere o diagrama de blocos éa I:|gura 1.4, dﬂ(tﬂéez HOI'IEZ%%
0

Gy (f)=/\§f§é e B, > B. A poténcia média total do processo de entrada €, de acordo com

(3[40), a area delimitada pela densidade espectral de poténd), isto é, a area do
triangulo: P, = B. Por outro lado, a densidade espectral de poténcia da@a(ﬂai, dada
por (3[48), adquire a forma ilustrada[ na Figurh 1.4. Portanto, calculando a area delimitada por

B
G, (f), obtém-seP, =H°B B-Sofy
Y() Y 0 0[| B [

Gy () 16 (0)
, —— ) — “‘
B Bo

Figura 1.4: Filtragem de um processo estacionario

Tendo em conta que a funcé (f) se pode escrever na forma

oo HE A

podemos obter a autocorrelaggQ (T) recorrendo a (ES):
=H,’B %EL —0 %IHC(ZB T)+%S|nc (B, T)B
0

Note-se ainda que

0)=H,B,2- 2 =P,
‘0 BO

—_0
B

o que confirma o Facto[3.4, eq[(3.21).

3.8 Caracterizacdo da Soma de Processos Estocasticos

Nesta sec¢do vamos estudar a descricdo estatistica do processo que resulta da soma de
Varios processos estocasticos. Para simplificar a apresentacdo, e porque os resultados que
vamos obter sdo imediatamente generalizaveis para 0 caso geral, consideraremos apenas 0
caso da soma de dois processos.

Seja

z(t)=x(t)+v(t) (3.49)

a soma de dois processodt) e Y(t) com médiasm, (t) e m, (t), respectivamente. Da

Def. 3@, eq. (:Ell), e atendendo ainda a linearidade do operador valor expectavel, resulta o
seguinte:
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Facto 3.6:A média da soma de dois processos estocasticos é a soma das médias das
parcelas

m,, (t)=m, (t)+m,(t). (3.50)

Se ambos os processX(t) e Y(t) forem estacionarios na média, entéo a soma é
também estacionaria na média.

Usando as Def. (3.3), eq.[(3.2), Def[ (3.11), eq. [3.23), e a linearidade do operador valor
expectavel, a autocorrelacdo A¢ ) é

Rz (tt—1)=Ry (t.t-1)+ Ry (t,t-1)

: (3.51)
+Ry (tt-1)+R, (t,t - 1)
Se X(t) e Y(t) forem estacionarios na correlagéo, entéo
R, (tt-1)=R, (1) + Ry (t,t 1)
, (3.52)

+Ryx (Lt _T)+ Ry (T)

isto &,0 facto de X (t) e Y(t) serem estacionarios na correlag&o n&o é suficiente para que a
sua soma também o sejdo entantose forem conjuntamente estacionarios, erfégq e
R,x dependem apenas da diferenca entre os argume, (3.52) toma a forma

R (1) =Ry (1)+ Ry (1)

(3.53)
+Ryx (T +Ry (T)

e o process(t) é também estacionario na correlag@a seja:

Facto 3.7: O processoZ(t)=X(t)+Y(t) é estacionario na correlagdo se os
processo: X (t) e Y(t) forem conjuntamento estacionarios de segunda ordem.

Se em (§.5B) usarmos o Factp]3.4, ed. {3.21), concluimos que
P, =Py +Ryy(0)+ Ry (0)+Py . (3.54)

ficando claro que @oténcia da soma de dois processos nao €, em geral, igual a soma das
poténcias das parcelas

Facto 3.8:Se os processcX(t) e ¥Y(t) forem ortogonais, entdo da Def[3.10
concluimos que

Ot,T Ry (t,t—T)=Ryy (t,t—T)=0
e de (3[5]) vem

R,(tt-1)=R, (t,t-1)+R, (t,t—1). (3.55)
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Facto 3.9:No caso de processos estacionarios ortogondis] (3.53) b (3.54) tomam a
forma particular

R, (1)=R, (1)+R, (1) (3.56)
B2 =R +R (3.57)
respectivamente. Por outro lado, d¢ (B.56) [e [3.42) resulta ainda

G,(f)=G,()+G, (). (3.58)

Em resumo:

* a correlacdo do processo soma € a soma das correlacdes das parcelas apenas no
caso de estas serem processos ortogonais;

e no caso de processos conjuntamente estacionarios, a poténcia média
(correlacéo/densidade espectral de poténcia) do processo soma é a soma das
poténcias médias (correlagdes/densidades espectrais de poténcia) das parcelas
apenas no caso de estas serem processos ortogonais.

3.9 Processos Gaussianos

Def. 3.13-Considere-se a funcional
Tp
Y = Jg(t)X(t)dt, (3.59)

onde g(t) ¢ tal quelE{Y?} ¢ finito, e X(t) ¢ a variavel aleatéria que modela a
amplitude do process X(t) definido no intervaloT, st<T,. Se’Y for uma
variavel aleatéria gaussiana, entao o proc X(t) € gaussiano.

Individualizar os processos gaussianos relativamente a outras classes de processos
estocasticos encontra justificacdo em duas ordens de razfes. A primeira, pragmatica, tem a
ver com as propriedades particulares dos processos gaussianos que facilitam o tratamento
analitico de muitos problemas. A segunda resulta do facto de os processos fisicos que se
pretendem modelar serem tais que o teorema do limite central é aplicavel e, portanto, o
modelo gaussiano torna-se o mais adequado.

Os processos gaussianos gozam de um conjunto de propriedades, das quais salientaremos
as que se seguem.

P1. Seja X(t) o processo de entrada de um sistema linear estave X (t):for um
processo gaussiano, entdo o processo de Y(t)la'e também um processo gaussiano.

P2. Seja {X(t )}i, o conjunto de variaveis aleatérias que modelam observagdes do

processc X (t) nos instanted{t, }I_,. Se o process X(t) for gaussiano, entédo para
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qgualquer valor de n aquelas variaveis aleatorias sdo conjuntamente gaussianas, sendo
completamente definidas pela especificacdo das m{m, (t, )=E{X(t, J}i_, e das

funcdes de correla(;é{Rx (tk —t; ) = E{X(tk )X(ti )}}RKZI.

P3. Se um processo gaussiano for estacionario em sentido lato, entdo € também
estacionario em sentido estrito.

P4. Seja {X(t, )}l o conjunto de varidveis aleatérias que modelam observagdes do

processo gaussiar X (t) nos instante:{t, }I_ . Se aquelas variveis aleatérias forem
incorrelacionadas, isto &,

Cxe () =0 1#£k=1,2,..,n
entdo sdo também estatisticamente independentes.

SejaY(t) 0 processo de saida de um siatema linear cuja entrada € um processo gaussiano
X(t). Ent&o, podemos escrever

Y(t)= fh(t,r)x (T, T, <t<Ts. (3.60)

Na relacdo anterior‘m(t,r) € a resposta no instante t do sistema linear quando a entrada é um
impulso de Dirac que ocorre no instante Assume-se queh(t,r) é tal que

E{Yz(t)}< o, T, <t<Ts. Tendo em conta a Def.[3)13, ¢ claro qug), T, <t<T;, é uma

variavel aleatéria gaussiana. Para mostrar ‘q(lé € um processo gaussiano basta mostrar
gue qualquer funcional

To
z =JgY (t)y (t)dt, (3.61)
Y

ondeg, (t)é tal queE{Zz}<oo , € uma variavel aleatéria gaussiana. Usancﬂ(3.60), podemos
escrever

- Jg @)th(t,r)x@)mdt
o

z= }g(r)x (t)ar, (3.62)
onde se definiu

oft)= Jg (On(t Tt

Uma vez quex (t) € um processo gaussiano, entdo, por definicdo, Z é uma variavel aleatoria

gaussiana. A propriedadie JP1 fica assim demonstrada. A proprledade P2 resulta directamente
da definicdo de processo gaussiano e implica de imediato as propriedaded P3 e P4.
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3.10 Modelos de Fontes de Informacéo

Iremos considerar dois tipos fundamentais de fontes de informac&o: analégicas em tempo
continuo e digitais em tempo discreto ou continuo. Consideraremos ainda o caso de processos
digitais em tempo continuo.

3.10.1 Fontes Analdgicas em Tempo Continuo
A mostra uma funcdo amostra gerada por uma fonte analégica em tempo

continuo. Neste caso, a fonte é modelada por um processo estob’é(s)iccmja amplitude é
modelada por uma variavel aleat6pdt), tOR.

X(t;Ei)

~Y

Figura 1.5:Amostra gerada por uma fonte analdgica em tempo continuo

Em geral, assumiremos que o proceXs(D) € gaussiano, estacionario, com média nula e

correlagdo conhecida. Naturalmente, a respectiva densidade espectral de poténcia, sendo uma
representacdo na frequéncia, determina a largura de banda da fonte.

3.10.2 Fontes Digitais em Tempo Discreto

Neste caso, a fonte digital € modelada por um procX{B)) especificado pelo conjunto
de variaveis aleatérias discretaX(t, ), X(t,),...,X(t,),... definidas nos instantes
t,,t,,....,t,,...0R. Tipicamente, consideraremos variaveis aleatorias binarias definidas em

instantes distribuidos uniformemente ao longo da recta redl. A Figura 1.6 ilustra uma

sequéncia binaria aleatérial001110.. passivel de ser gerada por uma fonte do tipo aqui
considerado.

Xy

~Y

'tk

Figura 1.6: Amostra gerada por uma fonte digital em tempo discreto

3.10.3 Fontes Digitais em Tempo Continuo

Este tipo de fontes resulta do caso anterior quando se faz uso de um qualquer esquema de
sinalizacdo. Este pode consistir no uso de impul:(b)s do tipo rectangular com duracdo

igual ao espacamento temporal entre ocorréncias consecutivas de simbplos. A Fijgura 1.7
mostra um sinal amostra de uma fonte do tipo aqui considerado quando se aplica o esquema
de sinalizag&o referido a sequéncia aleatérfa da Figdra 1.6.
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20(t)

0 't t, "t

Figura 1.7: Amostra gerada por uma fonte digital em tempo continuo

3.11 Ruido Branco Gaussiano

O termo ruido branco é usado para indicar o processo estocastico caracterizado pelo
facto de todas as suas componentes de frequéncia terem a mesma poténcia, isto €, o espectro
(ou densidade espectral) de poténcia é constante. Este é um conceito paralelo ao de luz
branca, a qual é constituida por uma mistura de todas as cores.

Def. 3.14-Um processc X(t) € um processo branco se tiver um espectro de
poténcia constante, isto &,

G, (f)==, OtOR. (3.63)

NS

A importancia dos processo brancos na pratica prende-se ao facto de o ruido térmico ter um
espectro de poténcia aproximadamente constante numa banda de frequéncias muito larga, da
ordem de 18 Hz. Portanto, para as larguras de banda dos sinais e sistemas que iremos
considerar, o ruido térmico é adequadamente modelado como um processo branco. Por outro
lado, o processo fisico (movimento aleatério de electrdes por efeito térmico) de geracdo do
ruido térmico leva a que, por recurso ao teorema do limite central, seja modelado como um
processo gaussiano.

Nos estudos que iremos desenvolver, consideraremos entdo que o ruido térmico é
modelado como um processo branco gaussiano, cujo espectro de poténcia é d@ por (3.63) e
cuja correlacéo é, por consequéncia, dada por

R, (t)==3(t), OtOR. (3.64)

NS

Como comentério final, chama-se a atencdo para o facto de um processo branco néo ter
significado do ponto de vista fisico. Com efeito, dE{3.63) conclui-se que a poténcia média
total é infinita. Portanto, deve sempre ter-se em conta que este tipo de processos sao usados
como modelos abstractos de processos fisicos com propriedades semelhantes.

3-19



	Sinais Aleatórios em Tempo Contínuo. Parte II: Modelos de Fontes de Informação e de Ruído.
	Conceitos Básicos
	Descrição de um Processo Estocástico
	Médias Estatísticas

	Estacionariedade de Processos de Segunda Ordem
	Propriedades da Autocorrelação de Processos Estacionários

	Ergodicidade
	Ergodicidade na Média
	Ergodicidade na Correlação

	Potência e Energia
	Processos Múltiplos
	Transmissão de Processos Estocásticos através de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (SLITs)
	Relações Entrada Œ Saída no Domínio do Tempo
	Média da Saída
	Correlações Cruzadas Entrada Œ Saída
	Autocorrelação da Saída

	Relações Entrada Œ Saída no Domínio da Frequência
	Densidade Espectral de Potência
	Teorema de Wiener Œ Khintchine

	Densidades Espectrais de Potência Cruzadas Entrada Œ Saída
	Densidade Espectral de Potência da Saída


	Caracterização da Soma de Processos Estocásticos
	Processos Gaussianos
	Modelos de Fontes de Informação
	Fontes Analógicas em Tempo Contínuo
	Fontes Digitais em Tempo Discreto
	Fontes Digitais em Tempo Contínuo

	Ruído Branco Gaussiano


