2 Sinais Aleatérios em Tempo Continuo. Parte |: Espaco de
Probabilidade e Variaveis Aleatérias.

Na [Figura 2.]L esta representado um modelo simplificado de um sistema de comunicagao.
No Capitulo 1 justificou-se a opcdo por um modelo aleatério para representar uma fonte de
informacdo. Embora a discussdo se tenha focado no caso de fontes digitais, as razdes
apresentadas mantém-se validas quando a fonte de informacé@o gera sinais analégicos em
tempo continuo. Assim sendo, utilizaremos umodelo estocasticqou aleatério) para
representar a classe de sinais passiveis de serem gerados por uma fonte de informacéo
analogica. Em geral, o sinal transmitido resulta de uma ou mais transformacdes realizadas
sobre o sinal fonte, aqui representadas de forma integrada num Unico bloco genericamente
designado por emissor. Embora o sinal transmitido seja em geral diferente do sinal fonte, as
transformacdes envolvidas preservam a informacgéo original, e tém por objectivo adaptar a
transmissdo ao canal de comunicacao e combater o efeito do ruido.

sinal recebido  estimativa do sinal fonte

Receptor\\ » Destino

y

Emissor / Canal —®

Ty T

sinal fonte sinal transmitido Ruido

Figura 2.1: Modelo simplificado de um sistema de comunicagéo

Por natureza prépria dos fenomenos fisicos envolvidos o mecanismo de geracéo do ruido
€ aleatério, pelo que o modelo mais adequado para o representar € também do tipo
estocastico. De acordo com o modeld da Figuja 2.1, o sinal recebido a entrada do receptor é
uma versdo do sinal transmitido, eventualmente distorcida pelo canal de comunicacéo, e
corrompida por uma amostra de ruido aditivo:

ec(t)

X
X tra (t)

onde Ge E representam as transformagdes, em geral ndo instantaneas, realizadas pelo canal e
pelo emissor sobre os respectivos sinais de entrada, &,%%. S840 0 sinal fonte, o sinal
transmitido e o sinal recebido, respectivamente, e n € uma amostra do ruido. Note-se que o
sinal disponivel a entrada do receptor é desconhecido pois nem o sinal fonte nem o ruido sao
conhecidos. Embora o canal, isto &, a transformagapdSsa também ser desconhecido,
iremos admitir que dispomos de um modelo adequado para o representar. Tendo em conta a
falta de conhecimento prévio sobre um conjunto de componentes importantes do sistema,
torna-se 6bvio que é impossivel o receptor fornecer ao destinatario uma réplica exacta do
sinal fonte. O problema consiste entdo em desenhar 0 emissor e o receptor de modo a que este
altimo possa, a partir do sinal recebido, gerar a melhor réplica possivel do sinal fonte. Para
tal, e também para avaliar a qualidade do sistema, isto €, o grau de semelhanca entre o sinal
fonte e a respectiva estimativa, torna-se necesséario estudar o modelo de representacdo da
fonte e do ruido.

Ci[xa(tOT )+ n(t)
E x0T )]

(2.1)
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2.1 Introducéo aos Processos Estocasticos

O conceito de processo estocastico constitui uma extenséo da noc¢ao de variavel aleatoria
e permite modelar uma classe de sinais cujo comportamento ao longo do tempo é nao
deterministico. A interpretacdo deste modelo pode fazer-se com b@se na Figura 2.2 A idea
basica é a de que cada sinal ou fungdo amostra daquela classe ocorre de acordo com o0s
resultados de um modelo experimental probabilistico. Com efeito, um processo estocastico
X (t) n&o é mais do que um conjunto de sindis¢, ), designados por funcées amostra, onde

&, € umdos resultados elementares de um fenomeno fisico completamente caracterizado pelo

conjunto¥ de todos os resultados experimentais directos. Antes de avangar mais na descrigao
deste modelo, convém recordar as no¢dessgeco de probabilidagedevariavel aleatéria

B =(%Q,P(D)

Figura 2.2: Modelacdo de um Processo Estocastico

2.1.1 Espaco de Probabilidade

Consideremos o conjunt® formado pelos elementds]¥, os quais simbolizam os
resultados elementares de uma experiéncia. Por exefnplade representar a ocorréncia de
uma das faces resultante do lancamento de um dado ou o intervalo de tempo que decorre entre
duas chamadas telefénicas consecutifag portanto unmodelo experimentalQualquer
subconjunto d& é um acontecimento: a ocorréncia de uma face par corresponde a ocorréncia
das alternativas fageface ou face. Neste contexto, o conjunto vazid corresponde ao
acontecimento impossivel®é o acontecimento certo. O conjunto de todos os subconjuntos
de ¥ constitui oespaco de amostrd®. Note-se que os elementos Qesdo a unido de
acontecimentos elementares feos quais, por definicdo, sdo mutuamente exclusivos.
Recorde-se que dois acontecimentos B sdo mutuamente exclusivos #se B=[1. Para
completar este modelo probabilistico é necessario atribuir uma medida de probabilidade a
todos os acontecimentos Qe A probabilidade € uma fungéo dos elementoQ dgie verifica
0S axiomas:

() P(A)=0

(i) P®) =1 (2.2)
(i)  P(AOB) = P(A) + P(B) se AB =[J
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O triplete §,Q,P(0)) é designado poespaco de probabilidad®dote-se que o espaco de
amostraq?, sendo o conjunto formado por todos os subconjunt@ datisfaz as seguintes
propriedades:

() %0Q
(i)  se AJDQ entdo AOQ (2.3)
iy Oi, ADQ entaod;A0Q

A partir de (2@) e (EIB) € possivel derivar algumas propriedades adicionais da medida de
probabilidade P, tais com

1. P(A®) = 1-P(A) (2.4)
2. PO)=0 (2.5)
3. P(AOB) = P(A) + P(B) — P(AB) (2.6)
4. AOBO P(A)< P(B) (2.7)

2.1.1.1 Probabilidade Condicional e Independéncia Estatistica

Def. 2.1: Dado um acontecimento M tal que P(M) 0, a probabilidade de
ocorréncia do acontecimento A condicionada na certeza da ocorréncia de M é
definida por

PAnM)

P(A|M)= =)

(2.8)

Suponhamos que A e M s&o acontecimentos pertencentes ao espaco de &mostras
associado ao espaco de probabilidade (¥,Q,P(0). Admitamos ainda que em N repeticdes
da experiéncia representada pelo modelado experim@nbal acontecimentos M e
ocorrem N, e Naw vezes, respectivamente. E sabido que para um valor de N suficientemente
elevado para que,Ne Ny tomem também valores muito elevados se verifica

Nu Nam
P(M)O N e P(AnM)O 2L,

isto &,

Note-se que o aconteciment@® ocorre sse A e M ocorrerem em simultanegyNonta

assim o namero de vezes que, na série de ocorréncias de M, o acontecimento A também
ocorre. Este raciocinio explica, ainda que de forma empirica, a definicAo de probabilidade
condicional expressa em Q.S). A probabilidade condicional goza das seguintes propriedades:

1. P(AM)=0 (2.9)
2. PEM)=1 (2.10)
3. AnB=0 O P(AOB|M) = P(AJM) + P(B|M) (2.11)

! Por ser relativamente simples, deixa-se como exercicio a demonstracio destas propriedades.
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A propriedade (i_:|9) resulta directamente do facto délAser um acontecimento ey De

facto, tendo em conta que a medida de probabilidade é ndo negativaMPEAO, e a

guantidade definida em E.S) € ndo negativa. Cmbl = M, a igualdade (EO) é imediata.
Usando (J.8), temos

P(ADBlM):P((ADB)n M) _P(A nM)DO(Bn M))

P(M) P(M) '

Sendo A e B mutuamente exclusivos, o mesmo acontece cdvihe®Bn M. Assim,

P(AnM)O(BaM)) _PAnM), PBNM)

P(M) PM)  P(M)

e, tendo em conta (3.8), obtém-s¢ (2.11).

Def. 2.2: Dois acontecimentos A e B sdo estatisticamente independentes sse

P(A n B)=P(A)P(B). (2.12)

Desta relacdo e de .8) conclui-se ainda que se dois acontecimentos A e B séo
estatisticamente independentes, entéo

P(A|B)
PB]A)

E%;)) . (2.13)

2.1.1.2 Probabilidade Total

Consideremos o conjunfbde todos os acontecimentos elementares associados a um

determinado modelo experimental. Suponhamos que, tal como se mdstra na Higura 2.3, se
define a particadA,,A,,...,A,,] de$.

N

Figura 2.3: Particdo do conjurifo

Seja B um acontecimento qualquer definido®risto é, B1Q. Como¥ = A;0A,0---0Ay,
entao
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B = Bn(A,OA,0---0A,,)
= BnA)O@BnA)D---OBNA,)

Como se vé np Figura 2.3, os acontecimentgs. Ay, S840 mutuamente exclusivos e portanto
também com os acontecimentos\(®,),..., (BnAy) sdo mutuamente exclusivos. Logo

PB)=PBnA,)+PBNA,)+-+PBNA,),

ou, atendendo a (2.8),

P(B)= % PBIA,PA,,) - (2.14)

m=1

Este resultado é conhecido pbeorema da Probabilidade Towlpermite calcular a
probabilidade de um acontecimento B se as probabilidades condicionais,)PéB|Aoriori
P(A.) forem conhecidas.

2.1.1.3 Teorema de Bayes

Suponhamos que os acontecimentos B . #W=1,2,...,M, verificam o teorema da
probabilidade total. Entdo, Georema de Bayediz que as probabilidades posteriori
P(AnB), m=1,2,..,.M, se exprimem em termos das probabilidaaegpriori P(Ay),
m=1,2,...,M, do seguinte modo

P(A,,|B)= PBIALPA,) (2.15)

3 PEIAPA,)

m=1

Este resultado deriva directamente da definicdo de probabilidade condicﬁnal (2.8) e do
teorema da probabilidade total@.m) e, como veremos mais tarde, desempenha um papel
muito importante em muitos problemas de engenharia, em particular, no desenho de
receptores em sistemas de comunicacdes digitais.

2.1.2 Variaveis Aleatérias

Uma variavel aleatéria € uma fung&dg) cujo dominio é o conjunt& de resultados

experimentais, elementare§, sendo o0 conjunto dos nUmeros reais 0 respectivo
contradomini@ Formalmente, a especificacdo de uma variavel aleatoria assenta no espaco de
probabilidade?=(%,Q,P (D), isto &, no conjunt® de acontecimentos elementares, no espago

de amostra$), e na medida de probabilidade [B(definida para cada elemento @e Para

ilustrar a construgdo do modelo de uma variavel aleatéria considergmos a Figura 2.4. Como se
pode verificar, a cada elemento fefaz-se corresponder um e um s6 nimero real. No
entanto, pode acontecer que a mais de um elemeffteateesponda um Unico valor Re

2 Uma variavel aleatoria complexa define-se ¥dE)= X, (€)+ X, (€), ondeX, (€) e X, () sao

variaveis aleatorias reaisje=+—1 é a unidade imaginaria.
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Ay

X2

Figura 2.4: Modelacdo de um Variavel Aleatéria Real

Note-se que qualguer acontecimento @né representado por um intervalo &nPor
exemplo, os acontecimentos A e B sdo representados pelos intervalos

A={XSX} e B:{X1<XSX2}1

onde X, x e % sd0 nimeros reais. No exemplo[da Figurd 2.4 o contradominio da variavel
aleatéria X é constituido por um conjunto contavel de nimeros reais. Quando assim é diz-se
gue a variavel aleatéria é discreta. Uma variavel aleatéria X é continua se o0 seu
contradominio for uma unido de intervalos BmFinalmente, se o contradominio for a unido

de intervalos d&® com um conjunto contavel de nimeros reais, a variavel aleatéria é do tipo

misto. A especificacdo de uma varidvel aleatéria completa-se recorrendo & medida de
probabilidade P{() associada ao espago de probabilidade

2.1.2.1 Funcao de Distribuicdo Cumulativa

Def. 2.3: A funcéo de distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatoria X é dada
por:

R (x)=P(X <x). (2.16) [

A funcéo de distribuicdo goza das seguintes proprie@ades

1.

) = X <) -

Rla) = Pixswm) = 1 @40
2. F (0 ¢ monotdnica crescente, isto &,

se x,<x, entdo F (x,)<F(x,). (2.18)

% A funcéo de distribuicdo sera sempre representada por F; o subindice em letra maitiscula designa a
variavel aleatdria a que se refere F.
* Por ser relativamente simples, deixa-se como exercicio a demonstracéo destas propriedades.
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P(X >x)=1-F, (x). (2.19)

P(X1<Xsz):Fx(Xz)_Fx(Xl)- (2.20)

A funcéo de distribuicdo pode ser continua ou descontinua conforme o tipo de variavel
aleatéria a que se refere. Consideremos uma variavel aleatéria do tipo misto cujo

contradominio € o conjuntd, =]—oo,x0[D[x0,+oo[, e admitamos queP(x,)=p,. A

ilustra esta situag&o. A diferenca
Po =Fx (XS)_ F (XB)

€ o salto de descontinuidade derfé pontox =x, .A partir da figura podemos concluir que
P(X <x,)=F (xg) , ou sejaF (x,)=Fy (xg)

A Fx(X)
1
Do Fx(Xo')
Fx(Xo)
0 Xo X >

Figura 2.5: Distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatoria mista

Como os acontecimentdX <x,} e {X =x,} sdo mutuamente exclusivos, temos

P(X <x,)=P(X <x,)+P(X =x,),
isto &,

s}
X
1
=

o
N
|

Fxéxog_Fx(xa) = Po
F Xo

s}
X
A
x

o

o
I

Partindo desta discussédo podemos inferir que, nos casos das variaveis aleatérias discretas e
continuas, as respectivas fungdes de distribuicdo sédo fungbes em escada no primeiro caso e

continuas no segundo, como se mostra na Figuya 2.6.

A F AFX

o

—i L

0 x x ” 0 x>

(a) (b)

Figura 2.6: Fung@es de distribuicdo: (a) variavel discreta, (b) variavel continua
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2.1.2.2 Funcao Densidade de Probabilidade

Para além da funcgéo de distribuigdo, a funcdo densidade de probabilidade pode ser usada
para caracterizar uma variavel aleatéria de forma equivalente.
Def. 2.4:Seja X uma variavel aleatéria continua com funcéo de distribuiga® F
A funcéo densidade de probabilidade de X é definid& por

(2.21)

A funcéo densidade de probabilidade goza das seguintes propr%dades

1. Uma vez que £ ¢é nao decrescente, ver@.lB), entdo

fy 20, (2.22)
2. De (2[29) resulta

P(x,<X<x,) = fo(u)du. (2.23)
3.

Fe(x) = }fx(u)du. (2.24)
4.

1= Rlrmw) = }ofx(u)du. (2.25)

Graficamente, a funcdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria continua tem o

aspecto genérico que se mostra 2.7.Como se vé, a fungdo densidade de

probabilidade tende para zero quando x vai pier,ae pode ser multimodal, isto é, apresentar
diversos maximos.

A

A

Figura 2.7: Densidade de probabilidade de uma variavel aleatdria continua

fx

0 X >

® A funcéo densidade de probabilidade sera sempre representada por f; o subindice em letra maitiscula
designa a variavel aleatdria a que se refere f.

® Por ser relativamente simples, deixa-se como exercicio a demonstracéo destas propriedades.
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2.1.2.2.1 Densidade de Probabilidade de uma Variavel Aleatoria Discreta

No caso de variaveis aleatorias discretas, a fungdo de distribuicdo ndo é continua e
portanto (4.2]1) em Def. .1 ndo tem sentido. Uma variavel aleatdria discreta X toma valores
X, com probabilidade P(Xx= p. = Fx(Xc')-Fx(Xx), pelo que podemos usar a notacéo

fo (X, )=p, k=12,... (2.26)

gue especifica a densidade de probabilidade pontual. Neste contaxo, ¢ a derivada de
Fx, sendo definida pelas amplitudes dos saltos de descontinuidade da funcdo de distribuicéo.
Graficamente, f representa-se como se ilustrg na Figurh 2.8.

pk+ 1

Pk-2 P+2
Pk
I a| 1 b I

Xk-2 X1 Xk Xk+1 Xks2 X

Figura 2.8: Densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta

Neste contexto, as propriedades da funcdo densidade de probabilidade pontual

equivalentes a (.23), [2}24) €[(2 25)'s40

1. Sejam xe x os valores de X imediatamente superior a a e inferior
ou igual a b, respectivamente. Ver exemplp da Figufa 2.8. Entdo

j j
P(a<Xsb)=Zpk=fo(xk). (2.27)

2. Seja xo0 valor de X imediatamente inferior ou igual a a. Entéo

Fe(@)= 3 fu(xe)- (2.28)
k==t
3.
R (+ oo)=1=k:z_mfx(xk)- (2.29)

Alternativamente, podemos estender o espaco onde se definem as fungfes densidade de
probabilidade definidas por 21) de modo a incluis&ibuicao 6( de Dirac

° <scsb
Jalx - c)dx= g Seascsb (2.30)
casocontrario.

a

" A propriedade (2.22) mantém-se.
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Deste modo, a densidade de probabilidade pontual de uma variavel aleatéria discreta é
generalizavel de modo a suportar a dedinig@(Z.Zl), e escreve-se na forma

()= 3 pdlx=x). 231
=3

Usando esta definigdo em[(223)[ (2.24) € (2.25) e tendo em cdnth (2.30), recuperam-se
facilmente as expressoes[(3.27)[ (2.28) k (2.29), respectivamente.

2.1.2.3 Operador Valor Expectavel

Considere-se a variavel aleatdria X caracterizada pela densidade de probakikdade f
transformacao

Y = g(X) (2.32)
a partir da qual se define uma nova variavel aleatéria Y.

Def. 2.5:0 valor expectavel da variavel aleatéria Y é definido por
E{Y}= [o¥ ()du. (2.33)

Note-se gue se, em particular, a transformag(ﬁ)bfor a identidade, isto & = Xentdo de

(2B3J) resulta
E{X} = [ufy (wdu, (2.34)

ou seja, o valor expectavel da variavel aleatéria X. Pode também mostrar-se, como veremos
mais adiante, queaperador valor expectavel € lingasto €,

Y =a,Y, +a,Y, 0 E{Y}=a,E{Y,} + o, E{v,}. (2.35)

2.1.2.3.1 Momentos

Def. 2.6: Fazendo em (EiSZY=X", e usando (HS), obtém-se o momento de
ordem n da variavel aleatéria X:

m{) =E{x"}= [IEAMET (2.36)

O momento de primeira ordem, abreviadamente representacmy pré o valor
expectavel de X ja introduzido em 34). O momento de segunda ordem,
mg(z) = E{XZ}, € normalmente designado por correlagéo.
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2.1.2.3.2 Momentos Centrados

Def. 2.7:Fazendo em (B32¥ =(X =m, )" e usando (£.33), obtém-se o momento
centrado de ordem n da variavel aleatoria X:

w0 =Efx -m, I}= (6 -m, ). (2.37)

e

O momento centrado de primeira ordem é nulo. O momento centrado de segunda
ordem é designado por variancg = ug(z).

E facil verificar que a variancia verifica a igualdade
02 =m® -m2, (2.38)

ou seja, é a diferenca entre a correlagdo e quadrado do valor expectavel. Portanto, no caso em
gue X tem valor expectavel (média) nulo, a variancia coincide com a correlagéo.

2.1.2.3.3 Desigualdade de Chebyshev

Na caracterizagdo estatistica de uma variavel aleatéria € frequente fazer-se uso de um
outro parametro, relacionado com a variancia, e designadiegano padrao

g, =(0§V =(m§(2) —mi)}/z. (2.39)

Para se entender que tipo de estatistica é medida pelo desvio padrdo consideremos uma
variavel aleatéria qualquer Z e um namero real arbitraro infiditésimal. Qualquer que
sejaa>0,

+o00

E{ZZ}=ju2fz(u)du2 [CRANCTEN T AMETE

em qualquer das parcelas do termo mais a direita da relacdo anterior, u¥aoton, em
qualquer das duas integrandas, valores néo inferiore$artanto, podemos ainda escrever

>a f, du+f duBD —>a2PGZ|2a),
e fubiapr

ou ainda

P(z> a)sE{Z—Z}. (2.40)

aZ

Fazendo em (R.407 =X - m,, e a=ko,, kIZ*, obtém-se alesigualdade de Chebyshav
gual se pode escrever em qualquer das formas alternativas seguintes:
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1.

=t (2.41)

PQX —mx|2kcx)s

PQx—mX|<koX)>1—k—12. (2.42)

A desigualdade de Chebyshev permite afirmar que, independentemente da fyngdo f
probabilidade de X tomar valores fora de um intervalo centrado em torno do respectivo valor
expectavel e com comprimento igual a 2k desvios padrao é sempre nao su#é(iﬁr dm

valor pequeno do desvio padrdo significa um pequeno espalhamento dos valores mais
provaveis de X em torno do valor médio. Por exemplo, kara, qualquer variavel aleatéria

X toma valores entre g¥20yx € mx+20yx com probabilidade superior a 0.75.

2.1.2.4 Exemplos de Variaveis Aleatorias

Neste paragrafo iremos dar exemplo de algumas variaveis aleatérias de grande interesse

para o desenho e andlise de sistemas de telecomunicacoes.

1. Bernoulli

Variavel aleatéria discreta cujo contradominio é o conjudto={0,1} com distribuicéo
de probabilidade
PO) = p
P) = 1-p

Esta variavel aleatéria é usada para modelar fontes binarias e a ocorréncia de erros de
transmissdo num sistema de comunicagdes digitais.

com 0<ps<l. (2.43)

Binomial

Variavel aleatéria discreta cujo contradominio é o conjuto=&," dos inteiros néo
negativos e que representa, por exemplo, o niamero de 0's que ocorrem nhuma sequéncia de
n ocorréncias de Bernoulli. A respectiva densidade de probabilidade pontual é da forma

p(xzk)zﬁﬁ)k(l—p)n_k O<k<n (2.44)
EY

k>n

A distribuicdo binomial serve, por exemplo, para modelar o nimero total de simbolos
recebidos com erro numa sequéncia de n simbolos estatisticamente independentes, sendo
p a probabilidade de erro por simbolo.

Uniforme
Variavel aleatéria continua cuja fungéo densidade de probabilidade é definida como

H1
fX(X)=|:b_a asxsb

0 casocontrario

(2.45)

A distribuicdo uniforme pode ser usada para representar a fase de uma sinusoide num
intervalo de comprimentor@
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4. Laplace
Variavel aleatéria continua cuja densidade de probabilidade é definida por

fx(x)=%exp(—a|x|) — 0 <X <+oo (2.46)

Neste caso X pode ser usada para modelar a amplitude de um sinal de voz.

5. Gaussiana ou Normal
A variavel aleatéria gaussiana é de grande importancia na analise do desempenho de
sistemas de comunicag¢des pois o ruido térmico, uma das fontes de ruido mais tipicas
neste tipo de sistemas, tem uma distribuicAo de amplitude gaussiana. A respectiva
densidade de probabilidade é dada por

fX(X)zJE%[G eX%(X_mX)220§E —00 < X <400 (247)
X

onde iy e0x sdo a média e o desvio padrdo de X, respectivamente.

2.1.2.5 Transformac&o de Uma Variavel Aleatoria

Consideremos uma variavel aleatéria X com densidade de probabilidade af
transformacao
Y =g(x), 2B2)

onde g € uma fungdo conhecida para a qual existe a transformagéo inversa

x=g7(y). (2.48)

Em geral, g pode ser ndo monotonica pelo que a solu¢éo da equacir)ydada por

(2.@) nao é lnica. O problema que iremos abordar é o de calcular a densidade de
probabilidadef dadas a tranformacéo 32) e a densidadedra simplificar, comecaremos

por assumir que g € uma fungdo monotonica, isto €, a solugdo dada@r (2.48) é unica.
Consideremos a ilustracdo deste problema apresentada na Figura 2.9. Note-se que ao
acontecimento Jx, X + dxg] definido sobre o espago de amostras da variavel X corresponde o
mesmo acontecimento oy Yo + dyo], este definido sobre o espaco de amostras de Y, e
determinado pela transformacdo g. Porque se trata do mesmo acontecimento, podemos

concluir que
P(x, <X <x,+dx,)=Ply, <Y<y, +dy,);

Admitindo que dy e dy séo infinitesimais, as probabilidades da igualdade anterior, dadas
pelas areas sombreadaq na Figurh 2.9, podem ser aproximadas por

fy (Xo)|dxo| Ofy (YO)|dYO| )

ou seja,
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fy(yo)DM- (2.49)

dy,
dx,
Aky / Ary
Yo = g()(o) g / Yo +dy0
Yo
PRy N ‘fY
Xo  Xg+dxo x7 M \

//\\\

A
Xo Xo+dXo X7

Figura 2.9: Transformacdo de uma variavel aleatéria

Uma vez que = g *(Yo), no limite, quando dx— 0, a aproximacao 9) converge para a
solucéo exacta

L (xo.¥o): yo =0(xo) D fy (yo)= ‘fgx (3__11((;‘)))), (2.50)

dg(x)
dx

ondeg'=

Exemplo 2.1: Consideremos a transformagdo=Ym + aX onde X € uma variavel
gaussiana de média nula e variancia unitaria. Pretendemos conhecer a densidade de
probabilidade de Y. Usando 47) podemos escrever

-1 x*
—mex 5 % (2.51)

Por outro lado, g'(& a e g™(y) = a "y — m). Substituindo em (Z‘bO) obtemos

fx (x)
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isto &, uma gaussiana de média m e variafcia

Exemplo 2.2: Suponhamos a transforma(;érb=|x|, onde X é também gaussiana de

média nula e variancia unitaria como no exemplo anterior (@ (2.51)). Neste exemplo, a
transformacdo é ndo monoténica pelo quEKZ.SO) nao pode ser aplicada directamente. No
entanto, se nos socorrermos [da Figura]2.10 verificamos que um acontecigeefmido

sobre o espaco de amostras de Y € 0 mesmo que a unido de dois acontecimentos mutuamente
exclusivos B, e B, definidos no espago de amostras de X. Portanto, a probabilidade associada

a A é a soma das probabilidades associadas @ B. Isto quer dizer que a solugéo@.SO)

tem no caso presente duas parcelas correspondentes as duas solucdes dg ehqla(;éo

Ay Ay
o+ r
A
it ~—
-Yo Yo X

Figura 2.10: Valor absoluto de uma gaussiana

Como em valor absoluto a derivada da tranformacao é unitéria, teremos

B i R

O 2 y2
fy(v)= EeX%7E y=0 (2.52)
2y y<0

A partir deste exemplo podemos generali22.50) para o caso em que a transformacéo g
€ ndo monotonica.

ou seja,

Facto 2.1: Sejam x,...,xy as solugbes da equacdo=yg(x), onde g € uma
transformacao arbitraria. Sendo=Yg(X), onde X tem densidade de probabilidade
fyx, entdo a densidade de probabilidade de Y vem dada por

(2.53)
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2.1.3 Distribuicbes Conjuntas e Condicionais

Os conceitos introduzidos na secc¢do anterior podem ser generalizados para o caso de
vectores aleatdrios, isto €, cujos componentes sdo variaveis aleatérias. Por questbes de
simplicidade, iremos conduzir a apresentacdo para o caso de vectores bidimensionais.

2.1.3.1 Funcao de Distribuicdo Conjunta

Consideremos duas variaveis aleatérias X e Y definidas sobre o cofijastmciado a
um determinado modelo experimental. Naturalmente, as propriedades estatisticas de cada uma
das variaveis aleatdrias quando consideradas isoladamente sdo completamente determinadas
pelas respectivas fun¢des de distribuicg@f~. No entanto, 0 mesmo ndo acontece quando
se consideram as propriedades conjuntas de X e Y. Em patrticular, o conhecimgntodie F

Fy ndo é em geral suficiente para calcular a probabilid¥, Y)ID} de que o pafX,Y)
tome valores numa regidoMR

Def. 2.8-A fungdo de distribuicdo conjunta das variaveis aleatérias X e Y € definida
como

Fo (X,y)=P(X <x,Y <y), (2.54)

onde{X <x,Y <y}={x<x}n{y <y}.

A A A
Yo Y2
y D1 Y1 D,
y
DO A yl A A
X 7 X v x| D, [x2 ©

Figura 2.11: Acontecimentos dRf

Uma vez queFy, (x,y) representa a probabilidade de o fpérY) tomar valores na regio,D
representada nf Figura 2111, ¢ facil verificar a partir de](2.54) que as probabilidades de
ocorréncia(X,Y) nas regiodes P D,, e D; sdo, respectivamente,

PX <X,y <Y ¥,) =Ry (%,2) = By (%, 1); (2.55)

P(x, <X <x,,Y <y)=F (x,,y)=Fe (X5, Y); (2.56)

P(Xl <X <Xy, <Y SY): Fev (X21y2)_FXY (X11y2)

. @57)
— Ry (X21y1)+ Fev (X11y1)
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2.1.3.2 Densidade de Probabilidade Conjunta

Def. 2.9-A funcdo densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleatorias X e
Y é definida como

foy (x,y)=a':g;—a(;’y). (2.58)

Desta defini¢éo resulta que

P{(x,Y)o D}=jJ’fXY (,v) dpav (2.59)
e, em particular,
Xy
Fev (%,¥)= IIfxv (1, v)dudv . (2.60)

-00 —00

Exemplo 2.3:Consideremos a regida Definida nq Figura 2.11; fazendo uso dg (2.59) e
de (2) obtém-se sucessivamente:

X2Y2

P{(X,Y)OD,}= J.J.fXY (1,v) dudv

X1 Y1
X, d
= _Xl.d_u[FXY (u,yz)_ FxY (Ph yl)] dv

=Fy (X21 yz)_ Fey (X11y2)_ Fey (X21y1)+ Py (X11Y1)

|
Note-se finalmente que
foy (x,y)20 (2.61)
e que
ol °°1+°°):ﬂ’fxv (1, v)duav =1. (2.62)
R

2.1.3.3 Distribuicdes e Densidades Marginais

Relativamente ao par de variaveis aleatorias (X,Y), diz-se gueu-F) e % (ou %) séao,
respectivamente, a distribuicdo e a densidade de probabilidade marginal da variavel X (ou Y).
Consideremos & Figura 2]12(a). Naturalmerfpesx}={X <x,Y <+o} & o conjunto de

todos os pares (X,Y) a esquerda deLportanto,
F (x)= Ry, (x,+00). (2.63)
Por outro lado, e relativamentd a Figura P.12(b), podemos observar que

f, (x)dx =P{x <X < x+dx} = P{X DAD},
ou seja,

2-17



x)dx = ngY X,v)dxav = defXY X,v)dv

e, em conclusao,

= J’fXY (x,v)adv. (2.64)
V' N A
L AD
—
X<x [~
y Ly dx
Y<y —
0 X > X >
(@) (b)

Figura 2.12: Distribuices marginais

De modo equivalente, podemos também escrever

K (y) =Ry (+ ©, y)

+o00

= Ifxv (U1y) du.

2.1.3.4 Variaveis Aleatérias Estatisticamente Independentes

Def. 2.10-As variaveis aleatérias X e Y sdo estatisticamente independentes (ou

simplesmente independentes) se os acontecimentos X e {Y < y} forem
independentes, isto €, se

PXx<x,Y <y}=PX < x}F{Y <y}. (2.65)

Deste modo, se X e Y forem estatisticamente independentes, entdo a distribuicdo
conjunta € o produto das distribuicdes marginais, ou seja,

D(X1y)DIR2: Fev (X1y): K (X)FY (y) (2.66)
Atendendo a (£.58) e a [2]21), dd (2.66) resulta

D(X1y)DIR2: fxy (X1y):fx(x)fv(y)1 (2.67)

0 que significa que se X e Y forem independentes entdo a densidade de probabilidade
conjunta é o produto das densidades marginais.
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2.1.3.5 Média, Correlacéo e Covariancia

Consideremos a variavel aleatéda= g(X,Y), onde g é uma func;élR)2 - R conhecida.

SejaAD, a regido d&R? onde z< g(X,Y) < z + dz; para cada dz corresponde uma reEp
onde gX,Y)Oze

Plz<z<z+dz=PF{(x,Y)0aD,}.

A medida que dz cobre a recta real, as correspondentes #Dideksjuntas, cobrem o plano
R? e, portanto,

E{z)= [z, (@M= [[, o vl Gy

isto &,
B{g0 Y} = [ 90 )y b, y)axdy. (2.68)

Estamos agora em condi¢cdes de demonstliaearidade do operador valor expectavel
Com efeito, sendd =a,Y, +a,Y,, podemos entdo sucessivamente escrever

&Y}

J]I;RZ (,y; +a,y, X Y,Y, (1, v, )dy,dy,
= a 1JIR2 Yafvy, (1, y2 )y, dy, +a ZJ];QZ Yofvy, (V1. Y Jdy,dy,
= a 1.I.R )’1J|;a fyy, (1, V2 )dy,dy, +a ZIR szR fyy, (v1,y2 )dy,dy,

= O(lj. yafy, (1 )dy, +a 2J|;a yofy, (v, )dy,
= a,E Yl} + O‘zE{Yz}

A correlacacentre as variaveis aleatérias X e Y define-se por

R,, =E{XY}. (2.69)

Sendocf( e0$ as variancias de X e Y, respectivamente, entdoebiciente de correlacao
entre XeY é

— Cxv
Pxy .0, ) (2.70)
onde
Cy =E{(x-m, XY -m,)} (2.71)

€ acovarianciaentre X e Y, e e my 0s respectivos valores expectaveis. Usan@(Z.?l) e
(2.@), obtém-se a seguinte relacao:

Cyy =Ryy —mym,,. (2.72)
Def. 2.11-As variaveis aleatdrias X e Y sao incorrelacionadas sse

Cyy =0 = pyy =0 = Ryy =mym,. (2.73) O
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Def. 2.12-As variaveis aleatérias X e Y sao ortogonais sse
Ry =0. (2.74) O

Facto 2.2:Sejam X e Y variaveis aleatérias estatisticamente independentes. Entéo
X e Y sao variaveis aleatdrias incorrelacionadas.

Se X e Y s#o estatisticamente independentes dqta,y)=f, (x)f, (y). Portanto, de

(2[9) e (2[6B) vem

Ry J];Rﬁ Xy fyy (X1 y)dXdy

X Tx (x)deRny (y)dy
= mymy

0 gue, de acordo com a Def@.ll, significa que X e Y sao incorrelacionadas. Sublinha-se que,
em geral, duas variaveis aleatérias incorrelacionadas ndo sao necessariamente estatisticamente
independentes. O

Exemplo 2.4: Variaveis aleat6rias conjuntamente gaussian8gjam X e Y duas
variaveis aleatérias conjuntamente gaussianas com méxgias m, e variancias; ec? ,
respectivamente. Entao, sermo coeficiente de correlagdo entre X e Y,

)= 1 0 (x=m,)* (y m, )* , plx-m, Xy-my)O
fxv(1y) ZTUXO'YH 5—2 @_ ) ( pz) GXGY(l—pZ) 5
(2.75)

Facto 2.3: A correlacdo entre duas variaveis aleatérias X e Y verifica a
desigualdade de Schwarz

E2{xv}< E{x2Je{v 2} (2.76)
Aigualdade é verificada quando X e Y s&o proporcionais, isto €, q'Y =c,X .
Consideremos a seguinte igualdade onde ¢ é uma constante arbitraria:
1(c)= E{(v - cx)?}= Efv 2} - 2cE{xv} + c2E{x 2}
Note-se quel(c)=0 representa uma parabola. Portanto, a equigdis Onédo pode ter mais
do que uma solucéo real. Por outras palavras, o bindbmio descriminante da férmula resolvente
da equacéo algébrica do 2° grau deve verificar
ag2{xv}-ae{x2Jefv ?}<o0,

de onde (EG) resulta imediatamente. Por outro lado, a solugdo real Unica obtém-se quando o
binémio descriminante é nulo e vale precisamegte Y/X. O

Facto 2.4:0 coeficiente de correlac@o entre duas variaveis aleatorias X e Y verifica

a desigualdade
loxy | <1, (2.77)
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atingindo o valor maximo quancY =c¢,X.

Este facto resulta directamente do Fadtg 2.3 e das definigbds (2.70) e (2.71).0

2.1.3.6 FuncOes de duas Variaveis Aleatdrias

O problema que aqui consideramos é o de, dadas as variaveis aleatérias

Z=g(x,Y) (2.78)
W =h(X,Y) '
e as transformacdeg(l) e h(iI), exprimir a funcdo densidade de probabilidade conjunta

f (G em termos def,, (). Assume-se que as transformacdeb [2.78) tém inversa. O
resultado constitui uma generalizagdo natural c|§|(2.53) pelo que nao sera aqui demonstrado.
Sejam(xn Y ) n=1,2...,N,as N solu¢des do sistema de equac;62.78) e

Bg(x,y) dg(x.y)O

0
J(x,y)=det%’h‘(3;,y) ah‘a’,y)g (2.79)
H ox oy §

o0 respectivo Jacobeano. Entao,

fyv me
fw (z W) Z |an,y X (2.80)

onde 0s pareé<n Y ) n=1,2,..,N,aparecem expressos em termos de z e w.

Exemplo 2.5: Pretende-se determindr,(z), sabendo queZ=X + Ye conhecendo

fyy (x,y). Comecgamos por definir a variavel aleator’l = , Yormando o par de
transformacoes

=X+Y

H/vv

Qualquer que seja o p&,w), o sistema anterior tem apenas uma solifgap) = (z—w,w).
Por outro lado,J(x,y)=1 e, portanto,

fon@w)=f Z-w,w). (2.81)

Note-se quef, (z) é uma das densidades marginaisf gdg(z,w), ou seja, atendendo a[(264)

e (2[89),

+00

f,(z)= [fxv (z-w,w)dw . (2.82)

No caso particular em que as variaveis aleatérias X e Y séo estatisticamente independentes,
for D=1, (OF, (. e (2[82) toma a forma de um integral de convolugéo
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fz(z)=:FfX(z—w)fY(w)dW. (2.83)

Facto 2.5: A funcdo densidade de probabilidade da soma de duas variaveis
aleatdrias estatisticamente independentes é dada pelo integral de convolucdo das
densidades de probabildade das parcelas.

2.1.3.7 Teorema do Limite Central

SejaZz=X,+X,+---+ X asoma de N variaveis aIeatérié?Sn}g':1 estatisticamente

independentes e com distribuicdes de probabilidade arbitrarias. O teorema do limite central
diz que a variavel aleatoria Z tem uma distribuicdo de probabilidade que tende para a de uma
gaussiana quandd — o .

2.1.3.8 Distribuigcdes Condicionais

Def. 2.13-A fungédo de distribuigdo da variavel aleatéria X dada a ocorréncia do
acontecimento A é dada por

FXlA(x|A)=P{XSX|A}=%. (2.84)

Note-se que esta definicdo é coerente com as DEfe241gle funcéo de distribuicio de
uma variavel aleatéria e de probabilidade condicional, respectivamente.

Def. 2.14-A funcéo densidade de probabilidade da variavel aleatéria X dada a
ocorréncia do acontecimento A é dada por

_ dRa (X |A)

fun (XIA) — (2.85)

Do teorema da probabilidade total, ve|l__dz.14), e fazeBu;k{X < x}, podemos escrever

3 (x)=nf”;Fx.Am(x|Am)P(Am), (2.86)

onde{Am}m:1 € uma particdo arbitraria do conjufft@ P(Am), m=1,2,...,M, sdo as
respectivas probabilidades de ocorréncia. Oe ]2.86), (2.21) ¢ (2.85) decorre ainda que

fx(x)zmMfomm (x|A,P(A ). (2.87)

A formula de Bayes pode também ser generalizada para o contexto das variaveis aleatérias.
Se em

P(B]A)

P(B) AA)

P(A|B)=
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fizermos B={X < x}, entéo

Faa (X |A) P(A)

Fx (X)

P(A|X <x)= (2.88)

e, de modo anélogo,

P(A|x, <X <x,)= Fx (;(XZ(LAZ‘;: Ej/zx(i()l |A)

P(A). (2.89)
Usando o facto d&(A | X =x)=AIim0P(A |x <X <x+Ax), e fazendax, = xe x, =x+Ax
em (2[89), obtemos

fXA(XlA)
—'fx(x) P(A).

Multiplicando ambos os membros deIﬁ.QO) pg(x) e integrando em x, vem

P(A|X =x)= (2.90).

P(A)=:FP(A | X =x)f, (x)dx, (2.91)

pois a area limitada pdr, (x |A) € obviamente unitaria. Note-se qu@.Ql) constitui uma

outra forma de apresentar o teorema da probabilidade total. FinalmentEbe (2@) e (2.91)
obtém-se a correspondente formula de Bayes

fn (XIA)= MP(A X=x)fx () (2.92)

JP(A|X = x ), (x Jox

Facto 2.6:A funcédo de densidade de probabilidade conjunta de duas variaveis
aleatérias X e Y é, em geral, dada por

fxv (X1y)=fx(X|Y=y)fY(y)- (2.93)

X e Y séo estatisticamente independente:f, (x| Y =y)=f, (x). Neste caso, de
(2.@) obtém-se a reIagéoG?).

Retomando (E4) e fazendo= {y <Y<sy+ Ay}, podemos escrever

PX<x,y<Y<y+Ay)=Fg, (x|y<Ysy+ay)Py<yY <y+ay),
ou seja,
Fey (X1y+Ay)_FXY (X1y): Fea (X|y<Y Sy"'AyXFY (y+Ay)_ R (y)]

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior fyore tomando o limite, quando
Ay -0, obtém-se
ok, (X, dF
v y)ZFX(X|Y=y) Y(y),
oy dy

resultando (@3) apos derivacdo de ambos os membros em ordem a x.

2-23



	Sinais Aleatórios em Tempo Contínuo. Parte I: Espaço de Probabilidade e Variáveis Aleatórias.
	Introdução aos Processos Estocásticos
	Espaço de Probabilidade
	Probabilidade Condicional e Independência Estatística
	Probabilidade Total
	Teorema de Bayes

	Variáveis Aleatórias
	Função de Distribuição Cumulativa
	Função Densidade de Probabilidade
	Densidade de Probabilidade de uma Variável Aleatória Discreta

	Operador Valor Expectável
	Momentos
	Momentos Centrados
	Desigualdade de Chebyshev

	Exemplos de Variáveis Aleatórias
	Transformação de Uma Variável Aleatória

	Distribuições Conjuntas e Condicionais
	Função de Distribuição Conjunta
	Densidade de Probabilidade Conjunta
	Distribuições e Densidades Marginais
	Variáveis Aleatórias Estatisticamente Independentes
	Média, Correlação e Covariância
	Funções de duas Variáveis Aleatórias
	Teorema do Limite Central
	Distribuições Condicionais




