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Espacos Métricos

e Uma metrica é uma funcéo utilizada para medir a distancia entre os elementos do
espaco de sinais. Para que uma funcdo d(X, y) seja uma métrica é necessario que
satisfaca as seguintes propriedades para todos os elementos xe y do espago

d(x,y)=d(y,x)

o d(x,y)=0

o d(x,y)=0seesdse x=y

o paratodos os sinais (vectores) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

O

e Distancia entre dois sinais
o Addistancia Euclidiana entre dois sinais discretos de comprimento N € a
seguinte:

00030 YO

o No caso de sinais continuos, definidos no intervalo [a,b], a distancia
Euclidiana define-se da seguinte forma

d(x,y) :J [(x® - y@)dt

Produto Interno de sinais

b
e Sinais Continuos definidos no intervalo [a b]: <x, y> = jx(t)y*(t)dt

e Sinais Discretos de comprimento N: (x,y)= ZN:x(i)y*(i)
e O produto interno é uma funcédo que satisfaz as seguintes proprile_cliades:

o (xy)=(y, x>* em que ()" denota a operagéo de conjugacéo.

o (ax,y)=a(xy) paratodos os escalares a€ R

o (x+Vv,2)=(x,2)+(y,2)

o (xx)>0sex#0e(xx)=0seesose x=0
¢ Dois sinais dizem-se ortogonais se 0 seu produto interno é nulo, <x, y> =0
e O produto interno induz a seguinte norma: x| = /(x,x)

e Adistancia Euclidiana pode ser obtida atraves da norma induzida pelo produto
interno. Sejam os sinais xe Yy, continuos ou discretos, e seja e = x—y o sinal
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diferenca. A distancia Euclidiana entre os sinais xe Yy pode ser calculada através da

norma do sinal de erro, isto ,  d,(x,y) = e|=[x—y|=(x—y,x-y)

(u,v)

e O co-seno do angulo entre dois vectores genéricos ue v: cos@ = ——

Jullv

Exercicios
1. Distancia entre sinais

a.

[— 7r,7r].
2. Considere os vectores e, e, e X representados na figura j N
ao lado. &, T 1 T 1
a. Sabendo que x = ae, +be,, € uma combinagéo 1<LJ>
linear dos sinais e e e, calcule os coeficientes ae B S T B B
b através de um sistema linear de duas equacdes. 2 ‘ ‘ ‘ ‘
b. Verifique se os sinais e e e, sdo ortogonais. eZ;T? *****
Calcule os produtos internos (x,e,) e (x,e,). NN S S
Como é que estes valores se relacionam com os %o 1 : 3 : 5
obtidos em a)? 4 ‘ ‘ ;
d. Calcule o angulo entre os vectores e e e, e entre chpT ”””
0S vectores e e X. zcjgd)
e. Calcule a energia dos sinais e, e,e X. o1 2 3 4 s

Calcule a distancia Euclidiana entre os seguintes sinais discretos:
i. x=1 2 0 -1 y=[0 1 -1 1]
i. x=1 2 3 4] y=1 -1 1 -1]

i x(n){%j un) oy =@)"u()

Qual é a distancia Euclidiana entre 0s seguintes sinais:
i, x(t)=sin(t) y(t)=cos(t) definidos no intervalo [- 7, 7]
i, x(t)=t y(t)=e™ no intervalo [0,1].

Usando o produto interno,
i. Calcule a norma do sinal discreto x(n)=[1 2 -1 3]

ii. Calcule a norma do sinal continuo x(t) = e
iii. Calcule a norma do sinal x(t) = cos(at) definido no intervalo
[~ 7, x].
Qual é a distancia Euclidiana entre os seguintes sinais no intervalo [0,1]:
x(t) =t
y@) =t’
Calcule o angulo

i. Entre os sinais vectores da alinea d)
Ii. Entre os sinais x(t) =sin(t)  y(t) =cos(t), definidos no intervalo
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3. Dados dois sinais, x e y, é possivel calcular o sinal projeccdo de x em y fazendo

proj,x =(x,y)

y _{xy)
Iy ()

O sinal(vector) obtido corresponde a componente de x que esta alinhada com y .

a.
b.

Calcule a projeccdiode x=[1 0 2 1] nosinal y=1 -1 1 1]
Dois sinais dizem-se ortogonais se 0 seu produto interno € nulo e portanto,
se a projeccdo de cada um deles no outro € também nula. Verifique se os
seguintes sinais s&o ou ndo ortogonais

i. x=[L 0 -1 1], y=L 0 1 0]

i. x=1 -1 1 -1], y=1 1 -1 -1]
i. x=cos(t),y=sin(t) no intervalo [- 7, 7].

X(n):exp(j%nj, y(n):exp(j%nj para N, k e | inteiros,

0<n<N ek#l.Ese k=1?

<

4. Seja a seguinte base de um espaco de sinais
= -1 1 -11 -11 -1
e,=[1 1 -1 -1 11 -1 -1
=1 111 -1 -1 -1 -1
esejay=[6 2 4 0 0 -4 -2 -6

a.
b.

Esta base é ortonormada?

Calcule os coeficientesc,,c, e c, tal que

Yy =Ce +Ce, +C,€ (1)

Nota: Calcule o produto interno de y, a esquerda e a direita de (1) para 0s

trés vectores da base. Construa uma equacao matricial que Ihe permita
calcular o vector de coeficientes.

Repita a alinea anterior paray=[6 2 4 1 0 -4 -2 -6[ ecalculeo
vector £ =z -y, em que z =Ce, +C,e, +C,e,. Como explica que este vector
nédo seja nulo?

Calcule o produto interno (z,y - z) . D& uma explicagdo geométrica para

este resultado.
Qual é o angulo entre os vectores z e y—2z.

Formule este problema como um problema de optimizacéo,
C =arg mcin||y - AC||2
emque C=[c, ¢, c,] o vectora estimar. Definaamatriz Ae deduza a

forma fechada da solucdo em notacdo matricial. Resolva-o com os dados da
alinea a) e b) e compare o0s resultados.



