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Série de Fourier

Motivação

A série de Fourier foi proposta por Joseph Fourier (sec. XVIII) para 
representar sinais periódicos através de somas de exponenciais 
complexas, com frequências múltiplas da frequência fundamental.
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Motivação (2)

• que sinais se podem representar desta forma?

• como se calculam os coeficientes ck?

Esta série foi motivo de intenso debate entre os matemáticos da época 
e levanta várias questões que procuraremos responder: 
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• porquê usar exponenciais complexas e não polinómios ou splines?

Transformações lineares em IRn

Consideremos uma transformação linear ϕ: IRn → IRn definida por
nnIRAxy ×∈=    A, 

A transformação ϕ transforma qualquer vector x de IRn num vector y 
pertencente a IRn que em geral tem direcção e comprimento diferentes.
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No entanto a transformação preserva a direcção de alguns vectores
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que são chamados vectores próprios de A.



SLITs e exponenciais

Um SLIT, T, é uma aplicação de um espaço de sinais E em si próprio

Haverá sinais que sejam preservados pelos SLIT e se possam considerar 
sinais próprios?  

yxT →  :

xxT λ=)(

SIM e são comuns a todos os SLITs! são as exponenciais complexas
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Dem.

A saída é igual à entrada multiplicada por uma constante H(s) que depende de s. 
H é conhecido por função de transferência, no caso geral, ou resposta em 
frequência se s=jω. 

Bases de exponenciais harmónicas

A série de Fourier usa um conjunto de exponenciais complexas com 
frequências harmónicas
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O produto interno entre dois sinais periódicos de período T define-se por

tdtttff ∫ *1 )()(

jorge s. marques, 2010

As exponenciais complexas são ortogonais: o produto interno entre duas 
exponenciais complexas diferentes é nulo.

Calculando o produto interno entre duas exponenciais obtém-se
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se p≠q

Aproximação de ordem n

Pretende-se aproximar um sinal periódico x(t), de período T, através de 
uma combinação linear de exponenciais harmónicas
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Os coeficientes calculam-se de forma simples

x e

x̂
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Norma do erro
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A norma do erro tende para zero se n tender para infinito? 



Exemplo

Calcular a série de Fourier do sinal

 
contrário caso0

2
121)(        )()(

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <−=−∑=

∞+

−∞=

tttpttx
p

φφ

dttedttedtedtetc ktjktjktjktj
k

ππππ 22022 2
1

2
1

2
1

22|)2|1( −−−− ∫−∫+∫=−∫=

jorge s. marques, 2010

k
0

2
1

2
1

2
1

|)|(
−−−

∫∫∫∫

Para k=0 obtém-se c0=1/2. Para k≠0, o primeiro integral é nulo e os outros podem 
calcular-se por partes

22
)1(1

4
2

2
)1(

4
2

2
)1(

2

2

0
2

2

2
2

2

20
2

2

2
2

 
2
1

0
22

20

2
122

2
       

2
1

2
1

02
1

0

2
1

k

k

k
e

kj

k

k
e

kj

k

kj

ktje
kj

ktjet
kj

ktje
kj

ktjetk

ktjktj

dtdtc

πππππ

π

π

π

π

π

π

π

π

ππ −−

−
+

−
+

−

−

−

−

−

−

−

−

−
−

−

=
−

−

−
−=

+−

−

−

=∫−∫=

Convergência

n=5 n=21 n=51

n=5 n=21 n=51
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fenómeno de Gibbsquando há descontinuidades em x(t) 
observa-se o fenómeno de Gibbs

Convergência

Pretende-se saber se uma série de Fourier converge e se converge para o sinal 
desejado x(t). Há vários tipos de convergência e vários resultados.

convergência ponto a ponto: se x verificar as condições de Dirichelet:

• x é absolutamente integrável num período
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convergência em norma: se ||x||<∞ então ||Sn-x||→0

g p

• x é de variação limitada em qualquer intervalo finito 

• x tem um número finito de descontinuidades e as descontinuidades são 

finitas, em qualquer intervalo finito.

então Sn converge em qualquer instante t0 e
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Propriedade da linearidade

Se x(t), y(t) forem sinais periódicos, com período T, e coeficientes de 
Fourier ck, dk então
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Dem.

os coeficientes da série de Fourier de αx(t)+βy(t) são dados por
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Propriedade do deslocamento

Se x(t) for um sinal periódico, com período T
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Dem.
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Um deslocamento no tempo corresponde a multiplicar os coeficientes da série por uma exponencial 
complexa que adiciona um termo linear à fase.

Sinais reais

Se x(t) for um sinal periódico real, com período T
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Dem.
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Se x(t) for um sinal real os coeficientes de índice negativo são complexos conjugados dos 
coeficientes de índice positivo.

fazendo p=-k vem
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Propriedade da derivação

Se x(t) for um sinal periódico, com período T
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Dem.
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Derivar no tempo é equivalente a multiplicar os coeficientes da série por -j2πk/T
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Teorema de Parseval

Se x(t) for um sinal periódico, com período T

22 cx =
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Dem.
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A norma do sinal x(t) no domínio do tempo é igual à norma dos coeficientes de Fourier.

Como <ek,ep>=δ(k-p), vem
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Filtragem de sinais periódicos

SLIT
x(t) y(t)
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A resposta do SLIT é também periódica. 

Os coeficientes de Fourier da saída são os coeficientes e Fourier da entrada 
multiplicados pela resposta em frequência nas frequências das harmónicas.

Propriedades

x,y sinais periódicos com período T e coeficientes de Fourier ck, dk
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Parseval de teoremax(t)
derivada
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