Série de Fourier
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Motivagcao

A série de Fourier foi proposta por Joseph Fourier (sec. XVIIl) para
representar sinais periddicos através de somas de exponenciais
complexas, com frequéncias multiplas da frequéncia fundamental.
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Motivacgao (2)

Transformacoes lineares em IR"

Esta série foi motivo de intenso debate entre os matematicos da época
e levanta varias questdes que procuraremos responder:

* que sinais se podem representar desta forma?
 como se calculam os coeficientes ¢, ?

* porqué usar exponenciais complexas e ndo polinémios ou splines?
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Consideremos uma transformacgéo linear ¢: IR — IR" definida por

y =Ax, AcIR™"

A transformagéo ¢ transforma qualquer vector x de IR" num vector y
pertencente a IR" que em geral tem direcgdo e comprimento diferentes.

No entanto a transformagéo preserva a direcgao de alguns vectores
AX = AX
que sao chamados vectores proprios de A.
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SLITs e exponenciais

Um SLIT, T, € uma aplicagdo de um espago de sinais E em si proprio
T: x>y

Havera sinais que sejam preservados pelos SLIT e se possam considerar
sinais proprios?

T(x)=Ax
SIM e sdo comuns a todos os SLITs! sdo as exponenciais complexas

x(t)=e% |, seC

Dem.

yO) =Tl = | h(x)eStdr = et [ h(r)es"dr = H(s)e™ = H(s)x(t)

—o0

A saida ¢ igual a entrada multiplicada por uma constante H(s) que depende de s.
H é conhecido por fungéo de transferéncia, no caso geral, ou resposta em
frequéncia se s=jm.
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Bases de exponenciais harmonicas

A série de Fourier usa um conjunto de exponenciais complexas com
frequéncias harmonicas

.
e (t)=e' T, kez

O produto interno entre dois sinais peridédicos de periodo T define-se por
(f.g)=3] f(tg(t) de =t
T

Calculando o produto interno entre duas exponenciais obtém-se

fewea)={y oo

0 p=#q

As exponenciais complexas s&o ortogonais: o produto interno entre duas
exponenciais complexas diferentes é nulo.
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Aproximacao de ordem n

Pretende-se aproximar um sinal periddico x(t), de periodo T, através de
uma combinagao linear de exponenciais harmodnicas
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Os coeficientes calculam-se de forma simples
—j2zkt
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Norma da aproximacao
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Norma do erro

[P = (R ek ve)=(%%)+ (Xe)+ (&%) + (ee) lel? = x|* ~[%1°

A norma do erro tende para zero se n tender para infinito?




Exemplo

Calcular a série de Fourier do sinal
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Para k=0 obtém-se c,=1/2. Para k#0, o primeiro integral é nulo e os outros podem

calcular-se por partes
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Convergéncia
n=5 n=21 n=51
n=5 n=21 n=51
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quando ha descontinuidades em x(t)

! ; fenomeno de Gibbs
observa-se o fenomeno de Gibbs
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Convergéncia

Pretende-se saber se uma série de Fourier converge e se converge para o sinal
desejado x(t). Ha varios tipos de convergéncia e varios resultados.

convergéncia ponto a ponto: se x verificar as condigdes de Dirichelet:
* x & absolutamente integravel num periodo THX(t )t < o0

* x é de variagao limitada em qualquer intervalo finito
* x tem um numero finito de descontinuidades e as descontinuidades séo
finitas, em qualquer intervalo finito.

entdo S, converge em qualquer instante t, e

limSn(to) = 1 [x(t)+ x(t§)]

convergéncia em norma: se |[x||<c ent&o ||S,-x||—->0
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Propriedade da linearidade

Se x(t), y(t) forem sinais periddicos, com periodo T, e coeficientes de
Fourier ¢, d, entdo

ax(t)+ py(t) o acy + pdy , Va,p

Dem.

os coeficientes da série de Fourier de ax(t)+py(t) sdo dados por

fic = (ax(t) + Ay (t). e (1)) = a(x(t), e (1)) + Ay (1), ex (1)) = acy + fdk
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Propriedade do deslocamento

Se x(t) for um sinal peridédico, com periodo T

_j2zt dy | =[ck
X(t—to)(—)e 5 OCk , Vto ‘ ‘ ‘ ‘
Zdy = Zo — 2ok

Dem.
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Um deslocamento no tempo corresponde a multiplicar os coeficientes da série por uma exponencial
complexa que adiciona um termo linear a fase.
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Sinais reais

Se x(t) for um sinal periédico real, com periodo T

C_g =Ck

Dem.
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Se x(t) for um sinal real os coeficientes de indice negativo sdo complexos conjugados dos
coeficientes de indice positivo.
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Propriedade da derivacao

Se x(t) for um sinal periédico, com periodo T

dx(t) i 2m ka

dt T
Dem.

dx(t) _ g ‘P ¥kt te 2Rkt 0 o0 27kt
g = dr, 2Ck€ = ¥ Ckg® = Y (J?k)cke
k=—o0 k=—00 k=—o0

dy = j 2 key

Derivar no tempo é equivalente a multiplicar os coeficientes da série por -j2nk/T
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Teorema de Parseval

Se x(t) for um sinal peridédico, com periodo T
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A norma do sinal x(t) no dominio do tempo €é igual @ norma dos coeficientes de Fourier.
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Filtragem de sinais periodicos

Propriedades

X(t) y(t)
- 5 SsuUT

A resposta do SLIT é também periddica.

Os coeficientes de Fourier da saida sdo os coeficientes e Fourier da entrada
multiplicados pela resposta em frequéncia nas frequéncias das harmdnicas.
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X,y sinais periodicos com periodo T e coeficientes de Fourier ¢, d,

ax(t)+ py(t)
X(t - tO )
x(t)y(t)
x(-t)
x*(t)
Re{x(t)}
Im{x(t)}

X(t) elR
dx(t)

dt
X
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