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O que é um sistema? Sistema massa-mola-atrito

Um sistema & um objecto ou grupo de objectos que interagem com o
mundo. Essa interacgao é representada através de entradas e saidas.

entrada: forga vertical aplicada

saida: posigcéao da corpo

entrada saida

—_— sistema — equacao diferencial:

2
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dt2 \af\dt/

saida

A entrada e a saida sao sinais. Um sistema
transforma um sinal de entrada num sinal de
saida.

X—Yy
y=T(x)
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Sistemas continuos e discretos Invertivel

Um sistema T transforma sinais de entrada em sinais de saida. Definicao: um sistema é invertivel se dado qualquer sinal de saida y for

Se a entrada e saida forem sinais discretos, T & um sistema possivel determinar univocamente a entrada. Isso exige que a
discreto. Se forem sinais continuos, T & um sistema continuo. transformacéo seja injectiva.
Sistemas discretos Sistemas continuos —
* universidade « circuito electrénico
* processo econémico « motor
* bolsa de valores « aeronave
« filtros dlgltaIS * processo industrial Exemplos: y(n): 2X(n) invertivel
« sistemas computacionais - filtros analdgicos y(n)=0 néo invertivel
y(t) = x(t-1) invertivel
y(t) = x(t) + x(-t) nao invertivel

Muitos sistemas continuos podem ser convertidos em discretos se as
entradas e saidas forem amostradas (medidas) periodicamente.
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Causalidade Estabilidade

Um sistema é causal se a saida depender apenas de entradas anteriores. Definicdo: um sistema & estavel se para toda a entrada limitada a saida

for limitada ou seja, se para toda a entrada x(t) se verificar a condigao

Definicao: Um sistema é causal, se dadas duas entradas quaisquer, iguais JcelR,[x(t)|<xc = FkelR,|y(t)|<k
até um instante t;, as saidas forem iguais até esse instante*

X1(t)=xo(1), Vt <ty = y4(t)=y,(t), Vi<ty

X(t) y(t) /
y(n)=x(n)+x(n-1) causal
y(n)=x(n+1)-x(n-1) nao causal \/

Exemplos: .

y(t)= | x(z)dr causal instavel

T ) y(n)=1000 x(n) estavel

y(t)= tIT x(r)dz néo causal Exemplos  yn)=y(n-1)+x(n) instavel

y(t)=e*® estavel

* A definigdo é igual para sistemas continuos ou discretos. Basta substituir t por n. dx o
y(t) = ot instavel
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Linearid

ade

Um sistema é linear se for valido o principio da sobreposigdo generalizado: :

a resposta do sistema a uma combinagao linear de duas entradas x4, x, é
uma combinagao linear das saidas y,, y,

Definicdo: um sistema é linear sse, para quaisquer sinais de entrada x;,

X2

X4 = YiuXo = Yo = VabeC, axy+bx, —»ay,+by,

Exemplos:
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y(n)=10x(n)
y(n)=10x(n)+1

t
y(t)= [ x(r)dz

y(t) = cos(x(t —1))

linear

nao linear
linear

néo linear

Invariancia no tempo

Um sistema ¢é invariante no tempo quando o seu funcionamento néo se
altera ao longo do tempo.

Definicéo: um sistema é invariante no tempo se para qualquer entrada x
e deslocamento t,

X(t) = y(t) = x(t-to) > y(t-to)

y(n)=10x(n) Invariante no tempo
Exemplos: y(n)=nx(n) n3o Invariante no tempo
t
yit)= | x(zr)dz Invariante no tempo
y(t) = x(0)+ x(t) nao Invariante no tempo
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Ligagao de sistemas

ligagéo série

—>| Sistema 1

—> Sistema2 —

ligagao série-paralelo

ligacéo paralelo

Sistema 1

Sistema 2 E

Sistema 1 |—
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Sistema 2
j Sistema4 —
Sistema 3

Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo
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SLITs

Os sistemas lineares e invariantes no tempo (SLITs) gozam das
propriedades de linearidade e de invariancia no tempo.

Tém vantagens importantes:
* & uma classe muito geral que permite construir boas
aproximagdes do comportamento de muitos sistemas fisicos

» podem ser estudados analiticamente usando ferramentas
poderosas, em particular, a transformada de Fourier

« ficam totalmente caracterizados pela resposta do sistema a um
impulso.
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Resposta ao impulso

A resposta ao impulso, h, obtém-se aplicando um impulso unitario a
entrada do sistema e observando a saida

L N

0 . 0
—> sistema —
caso discreto caso continuo
d(n) — h(n) 8(t) — h(t)

A resposta ao impulso caracteriza completamente o SLIT.
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Convolucgao

A saida de um SLIT pode ser calculada através da convolugao entre a
entrada e a resposta ao impulso unitario h ou seja

x(n)*h(n)= ¥ x(K)h(n—k)  caso discreto
k=—cc

y=x*h =
x(t)*h(t)= | x(e)h(t—7r)dz  caso continuo
Dem.
xm = 5 xsn—k) x)="T x(@ott e
k:—oo —oco
y(n)=T x(n)=T g x(k)d(n—k) y(n)=T X(t):TJT’ x(7)8(t—7)dr
=k§° x(k) T8(n —k) linearidade T X6 Tolt—e)die inearidade
- :Ze;x(k)h(nfk) nvariania =+f° x(r)h(t-7)dr invariancia

=x(n)*h(n) =x(t)*h(t)

jorge s. marques, 2010 nota: nem sempre a soma ou o integral de convolugdo convergem!

Exemplo: convolugao discreta

Pretende-se calcular a resposta de um sistema de resposta impulsiva causal
h(n)=a"u(n), |al<1, a uma entrada exponencial x(n)=b"u(n), |b|<1.

oo +oo
y(n)=x(n)*h(n)= ¥ x(k)h(n-k)= ¥ b*a"Ku(n-k)
Kk=—oco k=0

Se n<0, entdo y(n)=0. Se n=0

n (g)k:a“_(g)nﬂ an+17bn+1_ a i Lb"”

n
_ bk n-k _an — -_“%
ym=z et =al y 1-b a-b _a-b 'b-a
Resposta
a _n+ b | n y(n) a=0.9, b=0.7
n)=|—- —b n ° ’
v = 2pan e o2 um)
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Propriedades da convolucao

X*y=y*x comutativa

(X*y)*z=x*(y*2) associativa

(x+y)*z=x*z+y*z distributiva

X*d =X elemento neutro prove!
P e T E hi*h, —>=—> h, = hy —>

prove!

— h1
—> } = — h,+h, —>
hy

estas propriedades séo validas tanto para sinais continuos como discretos.
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Causalidade

Um SLIT é causal sse a sua resposta ao impulso for um sinal causal, isto &,

h(n)=0,vn<0 h(t)=0,Vt<0

Dem: caso discreto

+oo n
a) Se h(n)=0,Vn<0 entaox(n)= Y x(k)h(n-k)= Y x(k)h(n-k)
K=—oco K=—oco
A saida no instante n s6 depende de entradas passadas ou da entrada presente,
logo o sistema é causal.

b) Se h(n) n&o for nulo para todos os instante de tempo negativos, entao existe um
instante ny<0 para o qual h(ny)#0. Consideremos uma entrada x(n)=x(-ny)d(n+n,)

x0)= ¥ x(kn(0—k)= 5 x(-n)o(k +io (k) = X(-g (o)

Neste caso a saida em n=0 depende de entradas futuras e o sistema n&o é causar.
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Estabilidade

Um SLIT é estavel sse for absolutamente somavel / integravel
+oo

5 1h(n)|< +ee [ 1h(n) <+

N=—c0 —oo

Dem: caso discreto

a) Se h for absolutamente somavel, e a entrada for limitada |x(n)|<B, Vn, entdo

[y(n)I=l tf h(k)x(n-k)|< iZej [h{k)x(n-k)|= if [h(k) [Ix(n-k)|<B iZf [h(k) |< +ee

b) Se h néo for absolutamente somavel, e se a entrada for x(n)=sign{h(-n)} em que
sign designa o sinal do argumento, entéo

y(©0)= 3 h(k)x(0- k)— Z h(k)sign{n(k)} = 3 Ih(K)f= e

N=—co N=—co

e a saida ndo é limitada.
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Exemplos
h(t)=u(t) causal instavel
h(t) = e®u(t) causal estavel ssea<0
h(t) = e?u(-t) ndo causal estavelssea>0
h(n)=1 n&o causal instavel
h(n) =u(-n) nao causal instavel
h(n)=u(n)-u(n-N) causal estavel

desenhe estas respostas impulsivas
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Resposta ao escaldo de um SLIT

Se aplicarmos um escaldo unitario a um SLIT, entéo a saida é

Sistemas descritos por equacgdes diferenciais

Os sistemas continuos sao frequentemente descritos por equagdes diferenciais.

n t Por exemplo,
s(n)= X h(k) s(t)= ] h(z)dz a2
k=—co —oo movimento de um corpo sujeito a uma forga f d—z =f(t)
ds t
h(n)=s(n)-s(n-1) h(t)=— _ . dy
dt crescimento de bactérias e ay(t)
dendsi L dy
epdsito bancario Y =ay(t)+x(t)
predador-presa (Lotka-Volterra) % = ayq(t)- By (t)yo(t)
d
=Y+ 8y (0)
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Exemplo Caso geral: equacao linear de ordem n
Consideremos um sistema definido por equaco diferencial condigdes iniciais
dy -
=L = 2y(t)+ x(t) inicialmente em repouso d"y dy d"x dx gn-t
dt an e +...+a1E+aOy:bnﬁ+...+b1a+box dt”jlt:t =Cn_1, ...,y\mo:co

Pretende-se calcular a resposta a uma entrada x(t) = Ke3t u(t)

Para t<0 a entrada é nula e a saida também. Para t>0, equacgéo a resolver é

%’t’ =2y(t)+Ke% ci: y(0)=0
solug&o particular y,(t)=Y,e* solugdo geral da eq. homogénea y,(t)=Yest
V3% =2v,e% +Kke™ sYpet = 2v et = (s-2)Ye =0
(B-2)v,e* =ke* =Y, =K s=2

solugao y(t)=Ke® +Y,e?

ajuste de constante: como y(0)=0 vem Y, =-K, y(t)=Ke® —Ke?
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0

A solugdo é a soma de uma solugdo particular com a solugéo geral da equagéo

homogénea.
y(O)=yp®)+yn(®)

Solugao particular Equacéo homogénea

Se a excitagao for x(t)=X e°' entso dny
a,
spt " dt"

+...+a12—3tl+aoy =0
Yp(t)=Ype
n

t
v - bsp ++++bis, +byg Yn(t) = k; A
P ansg+~~-+a1sp+ao ) o ) B
s, € a k-ésima raiz da equagéo

caracteristica

as"+..+as+ag=0
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Sistemas descritos por equacgdes as diferencas

Os sistemas discretos sao frequentemente descritos por equagdes as
diferencgas.

As equagoes as diferengas relacionam valores actuais e passados da
entrada e da saida. Por exemplo,

y(n)=2y(n-1)=x(n)-3x(n-1)-3x(n-2)
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Exemplo

Consideremos um sistema definido por

y(n)-1y(n-1)=x(n) inicialmente em repouso

Pretende-se calcular a resposta a uma entrada x(n) = 2" u(n)

Para n<0 a entrada é nula e a saida também. Para n=0, equagéo a resolver é

y(n)-1y(n-1)=x(n)

solug&o particular y,(n)=Y,2" solugédo geral da eq. homogénea y,(t)=Y,z"
Yp2" -1y, 20 = 2" V2" -2 =0 = (z- LRz =0
191 n _on _4 Z= 1
(-127yv, 2" =2" =y, =4 2

solugdo y(n)=42"+Y, (1)
ajuste de constante: como y(0)=0 vg=-%, y(n)=42" ,%(%)”
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Caso geral: equacao linear de ordem q

equacéo as diferengas e condig¢des iniciais
agy(n)+ayy(n—"1)+...+aqy(n—q)=bx(n)+bx(n—1)+...+byx(n—p)
y(no)=co, -.,¥(Ng +d =1 =Cq4

A solugdo é a soma de uma solugdo particular com a solugéo geral da equagéo
homogénea.

y(O) =yp®)+yn(®)

Solugao particular Equacéo homogénea

Se a excitagéo for x(n)=X z," entdo
¢ n) P y(n)+ay(n-"1+..+aqy(n-q)=0
¥p(n)=Yp2zp

q
b.zP 4t biz. +b V()= 3 Az
Yy =R T T 70 k=1
P agzp +--+az, +ag ) o ) )
z, é a k-ésima raiz da equagéo
caracteristica

agzi +...+aiz+39=0
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