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Sinais continuos e discretos
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Sinais: 0 que sao?

Os sinais traduzem a evolugdo de uma grandeza ao longo do tempo
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ou do espaco

espaco
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Sinais continuos

X(t) x: IR =IR
ou

x: [a,b] =»IR

Um sinal diz-se continuo se o seu dominio for IR ou um intervalo de IR.

A maioria dos sinais fisicos sdo continuos, p.ex., posi¢ao e velocidade de um

corpo, fala ou misica captada por um microfone, tensdo ou corrente num
circuito eléctrico.

Nota: ndo confundir com o conceito de continuidade de uma funcdo. Um
sinal continuo pode apresentar descontinuidades.
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Sinal discreto

Como guardar musica em computador?

x(n) x: Z —>IR

T ‘ ? ? T T j x: {of)li, <. N-1}5IR

Um sinal diz-se discreto se o seu dominio for Z ou um intervalo de Z.

S6 os sinais discretos podem ser armazenados e processados em
computadores digitais.
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/ x(t)

amostragem
y(n)

I o197
o [[?% :

E preciso ainda converter as amostras y(n) em sequéncias binarias que
possam ser guardadas no computador — codificagdo (MP3)
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Amostragem

Pode-se converter um sinal continuo x(t) num sinal discreto y(n) através
de uma operacédo de amostragem

y(n)=x(nT) T - intervalo de amostragem

Ser4 possivel recuperar x(t) a partir do sinal amostrado?

Ha (sempre) perda de informagdo no processo de amostragem?
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Exemplo — sinal constante por trocos

A

x(t) y(n)

Neste caso nao ha perda de informagdo na amostragem: x(t) € uma
soma de impulsos rectangulares!

amostragem y(n)=x(nT)

o(t)
reconstrucdo X(t)= 3 y(k)g(t—kT)
Ke—oo
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Exemplo — sinal linear por trogcos

T

>

x(t) . y(n)

Reconstrucao (conversao DA)

Neste caso néo ha perda de informag&o na amostragem: x(t) € uma
soma de impulsos triangulares!

amostragem y(n)=x(nT)

o)

reconstrucdo x(t)= ¥ y(K)g(t —KT)

oo t
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x(t)= ¥ y(K)g(t—KT)

=—oc0

A funcdo ¢ depende da classe de fun¢des continuas que foi amostrada.

Nos exemplos anteriores ¢(t) sédo splines de ordem 0 e 1, respectivamente
e a reconstrugao é perfeita.

Para outros tipos de sinais a reconstru¢do pode ser aproximada.
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Sinais complexos e vectoriais

Os sinais considerados nos exemplos anteriores tomam valores reais: o
contradominio € IR.

Surgem frequentemente outros tipos de sinais p.ex., sinais complexos

e sinais vectoriais. Nestes casos o contradominio C ou IR".

Exemplos:

* exponenciais complexas (sinais auxiliares)
* sinal de ECG com multiplos canais
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Sinais elementares discretos
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Sinais elementares

Os sinais reais podem ter grande complexidade. No entanto, é util definir
sinais simples porque é muitas vezes possivel decompor um sinal
complexo na soma de sinais simples.

Sinais elementares:

« impulso unitario

estéo definidos tanto no caso

* escaldo unitario continuo como discreto

 exponencial complexa
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Impulso e escaldo unitarios (discreto)

o(n =
(n) 6(n)={1 n=0 N
0 caso contrario

o 7 1 n>0
u(n) = »
T T T l T T T {O caso contrario
e 0000 5 | ||

relacéo o(n)=u(n)—-u(n-1)
u(n =% 5(k)
k=1
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Decomposi¢cao de um sinal em impulsos

TW”’ o171
0o 117 :

x(0)3(n) -
x(n)= ¥ x(k)o(n-k)
K=—c0
%T x(1)3(n-1) "
0 n
X(2)8(n-2)

S

0
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Exponencial (discreta)

x(n) = a" , aelR este sinal é uma progressdo geométrica

T x(n) (0<a<1) x(n) @1 x(n) @1
[t9¢000nnn LTI, oo fTTT
[P900 00?7

0 n 0 n 0
x(n) (-1<a<0) x(n) (a=-1) x(n) (a<-1)

P00 1TTT] oo ¥

[
EEARAE N RO RN
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Sinusoide

x(n)=cos(an+¢) , w,dclR

[

x(n)

A
[To T8 o

a sinusoide é um sinal periddico?

Propriedade: duas sinuséides com frequéncias @ e «'=w+ 27K séo iguais.

cos(a'n) = cos((w + 27 k)n) = cos(an + 27z kn) = cos(an)

A frequéncia discreta  toma valores no intervalo [-w,n[. Todas as outras
frequéncias séo equivalentes a uma frequéncia neste intervalo.
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Sinais periodicos

Definicao
Um sinal discreto x(n) é periodico com periodo Ne IN sse
x(n+N)=x(n) , Vne Z

N diz-se o periodo fundamental se for o menor periodo.

Uma sinusoide € um sinal periédico?
cos(w(n+N))=cos(aen) sse Fk: w(n+N)=an+27k

A sinuséide é periddica sse
w Kk
27 N
i.e., se w/2x for um nimero racional.
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Exponencial complexa

x(n)=z" ,zeC )
Férmula de Euler

eJe =cosf+ jsing

Se z=ag“ entdo
x(n) = (aejax)n _ aneia;n
o .
x(n)=a"(cosan + j sinawn) T Re{x(n)}
2115

I \
Ik 53

Parte real e imaginaria oo

o Im{x(n)}
Re{x(n)} =a" cosan ‘ . 077%0
Im{x(n)} =a" sinan o & l i l ® n
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Sinais elementares continuos
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Impulso unitario (tempo continuo)

O impulso unitario em tempo continuo é definido pela fu

A funcédo delta é uma fungdo generalizada, definida
como o limite de uma sequéncia de fungdes
gaussianas com variancia tendente para zero.

Representa-se através de uma seta vertical.

1A%

n¢do delta de Dirac §(t).

0 t

Tem o valor nulo em todos 0s pontos excepto na origem
onde tem amplitude infinita. O integral (area) é igual a 1.
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T sydt =1

—o0

Propriedade fundamental

f() 50
Tt )5 -a)dt =f(a)

—oo

f € uma funcdo continua em a.

jorge s. marques, 2010

Impulso e escaldo unitarios (continuo)

[ 8(t)

0 t
u(t) u(t) _{
0 t
d
relagio o(t) = %

u(t) = } d(r)dr
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1 t>0
0 caso contrario

Decomposigao de um sinal em impulsos

X(t)

x(t) = | x(2)8(t —z)dz
o(t-1) -

Um sinal x(t) € uma “soma” (integral) de impulsos
centrados em todos os instantes de tempo t, com
amplitude x(t)dr.
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Exponencial (continua)

x(t)=e® , aelR

x(t) (a<0) X(t) (a=0)

Sinusoide
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X(t) = cos(at + @) welR
pe -z

x(t)

frequéncia angular
fase na origem

/\ /\ /\ a sinusoide continua é um sinal
0 \/ \/ t periodico!
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Sinais periodicos

Definicao
Um sinal continuo x(t) é periddico com periodo Te IR sse

x(t+T)=x(t) , VtelR

T diz-se o periodo fundamental se for o menor periodo positivo.

Uma sinus6ide € um sinal periédico
cos(a(t+T))=cos(at) sse a(t+T)=at+27K
aT =27K

O periodo fundamental é

T=22
w
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Exponencial complexa

x(t) =@ 3 pe IR

x(t) =e¥e it

x(n) =e® (cosat + jsin at)

Férmula de Euler

e'e =cosf+ jsiné

ALCT

Parte real e imaginaria

Re{x(t)}=e™ cosat

o \/ !

/\Im{x(n)}

Im{x(t)}=e® sin at \/b !
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Transformacdes da variavel independente
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Deslocamento

Por vezes um sinal x sofre um deslocamento no tempo de amplitude t
yt)=x(t-7)

Se >0 a transformagéo € um atraso, se t<0 € um avanco.

x(t)/‘ X(t-) (T<0)/\
0 1 t 0 T T+1 t
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Escalamento

Por vezes altera-se a escala de tempo afectando-a de um factor multiplicativo
y(t) = x(at)

Se a>1 a transformag&o € uma compressao, se a<l é uma expansao. Se
a<0 ha uma inversao.

X(t) /‘ x(at) ' (0>1)

0 1 t 1

0 t 0 1 t

x(at)
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Escalamento e deslocamento

Por vezes um sinal x sofre um deslocamento no tempo de amplitude T e um
escalamento

y(t) =x(a(t - 7))

O deslocamento < diz respeito apenas ao instante 0, uma vez que outros
instantes sao deslocados de quantidades diferentes,

X(t) /\ x(a(t-r))/\

0 1 t 0 T t+l/a t
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Transformacgéo da variavel independente em
sinais discretos

No caso dos sinais discretos é preciso garantir que a transformacéo da

variavel ne Z conduz a um instante de tempo discreto. Isso impde algumas
restricdes:

y(n)= x(an-n)
* ny, tem de ser inteiro
« o factor de escala, a, tem que ser inteiro (2,3,...) 0 que s6 permite

fazer a compresséo do sinal e com perda de informacéo.
* ndo é possivel usar factores de escala entre 0 e 1 (expans&o).

como fazer a expansao de um sinal discreto?
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Espacos de sinais
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Adicao de sinais

Seja E o conjunto formado pelos sinais (continuos ou discretos) definidos
num dominio D .

A adicéo de dois sinais x,ye E € um sinal z=x+y definido por

z(n)=x(n)+y(n), Vn

X
‘o@?‘?oOTTOOTT TOOT?OO(\’?@O‘

y

2?9%0 09990 099%¢
®é&&© ®&&6©

Xty

@‘fTfT?‘PW‘P?TTTTTTT?%@WTW%
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Multiplicac&o de um sinal por um escalar

A multiplicacdo de um sinal xe E por um escalar oo e K é um sinal z=a. x
definido por

z(n) =ax(n), V¥n

X

21779 T 1Te 27779
I .

I
o© Co

oxX

Lol
3]

O conjunto dos escalares K pode ser IR ou C.
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Espaco vectorial

Um conjunto E é um espaco vectorial se for fechado para as operacdes de
adicao e de multiplicagdo por escalares e se se verificarem os seguintes

axiomas
axiomas da adicao

X+ty=y+X comutativa
(x+y)+z=x+(y+2z) associativa

A0 E, x+0=x elemento neutro
Ix'e E,x+x'=0 inverso

axiomas da multiplicacé@o por um escalar
(af)x = (px) associativa
Ix=x elemento neutro

axiomas conjuntas
(a+ B)x =ax+ px distributiva
a(x+y)=ax+ay distributiva
Os elementos de E designam-se por vectores
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Exemplos

S&o espacos vectoriais 0s seguintes conjuntos:
* vectores (reais ou complexos) de n componentes.
« sinais discretos com dominio Z
« sinais discretos periddicos com periodo N
« sinais discretos com dominio {0, 1, ..., N-1}
« sinais continuos com dominio IR
* sinais continuos periddicos com periodo T

« sinais continuos com dominio [a,b]
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Interpretacdo geomeétrica

Xty

oxX

Esta interpretacéo é apenas sugestiva pois 0s vectores sdo grandezas abstractas; s6
é rigorosa para E=IR2.
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Combinacao linear

Uma combinagéo linear de elementos de E, X;, Xy, ..., X, € um
elemento de E definido por

X1

000000099097 PP77P?9909990000,

Y = 0y XgF OpXot .ot 04X,

n vectores dizem-se linearmente X2

i loXoNCNoNo} 0000q 00900
independentes se nenhum_dele~s se o R ORORURS: R URORURS:

puder exprimir como combinagao

linear dos outros.

X3

o P999P99PP999999

y

Oo@@@@@oooo@@??TTTTTTTTTTTTTTT
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Base

Exemplos

Um conjunto de vectores B={v,, v,, ..., v} diz-se uma base de E se os
vectores forem linearmente independentes e se qualquer vector xe E se

Duas bases possiveis para E=IR* sdo

exprimir como combinag&o linear dos vectores de base 1] (0] [0] [0
n 0 1 0 0
X= Y opVy Vigigl V2T(g] V371 V4T base canénica
k=1
0] 10] 10| 11
1] (2] (0] [0
Up = 0 U, = 1 Ug = 0 Uy = -1
Y“lo| 2 7|o] P71 ‘o
3] 10 10] L1
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Produto interno Exemplos
O produto interno de dois vectores é uma medida de alinhamento dos Espaco E=C"

vectores e pode definir-se de varias formas.

Uma aplicagdo < ., . > de EXE em K (IR ou C) é um produto interno se
verificar as seguintes propriedades Vx,yeE, VoeK,

z)=(xy)+(x2)
iv) (x,x)=0, (x,x)=0 sse x=0
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n *
produto interno  (X,y)= ¥ XyY
k=1

Espaco de sinais discretos definidos em Z
produto interno  (X,y)= S x(ny(n)
N=—oco
Espaco de sinais continuos definidos em IR

produto interno  (x,y)= [ x(t)y(t)" dt

Nem sempre a soma ou o integral convergem.
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Exemplos (cont.)

Espaco de sinais periédicos discretos com periodo N
N-1 .
produto interno  (x,y)= ¥ x(n)y(n)
n=0

soma e integral ao longo

Espaco de sinais periédicos continuos, com pen’oy de um periodo

T *
produto interno  (X,y)=[ Xx(t)y(t) dt
0
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Comprimento (norma) de um vector

Seja E um espago vectorial. Norma ||.|| € qualquer aplicagdo de E em IR,"
que verifique os seguintes aviomas Yu,veE, YoeK,

i) |[x|>0sex=0
x| = e P
i) [ x +y[ < x| +]y] Uz!tiroxcomprimento do

Se existir um produto interno definido em E, a norma induzida é

x| =(xx)

Exemplo: o produto interno habitual em IR3é  (X,Y) = Xgy1+X2Y2 + X3Y3

é a norma induzida é a norma euclideana IX| = J(x,X) = /x? +x¢ +x7
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Angulo entre dois vectores

O produto interno goza da seguinte propriedade

(y)l <[]

Os valores extremos séo atingidos quando ha alinhamento entre os dois
vectores : y=-x ou y=x.

Assim, define-se angulo 6 entre dois vectores x,y através da expressao

s@= (xy)
Xy

Quando <x,y>=0, os dois vectores dizem-se ortogonais.
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Decomposi¢cao em fungdes de base

Como decompor um vector x como combinacao linear de vectores de base?

o produto interno pode ajudar! oy VAYA
1

Hipétese: X=X ajvj, ajeKyvjecE Vi
Vo
Calculemos o produto interno de x com os vectores de base v;
n

<X,Vi>:<§ ajVj,Vi,> = Z aJ< j'Vi> s i=ZL...,n
j=1 j=1

Obtém-se um sistema de equacoes
(Vivy)  (Vavq) o (Vvg) [en] [ (Xvq)

<V1v'V2> <V2,'V2> <Vn’.V2> 0{2 <va’2>

(Vovn) (Vavp) e (vpvp) aén (X,Vp)
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Base ortogonal

Uma base diz-se ortogonal se os vectores tiverem forem ortogonais
entre si

<vi,vj>=0 sei#]j

Neste caso a matriz de produtos internos diagonal

_ (X.vi)
(vivi)
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Exemplo

Pretende-se exprimir o vector x=[1 -1 1 -1]T como combinac&o linear de
vectores da base n&o ortogonal

1
U = 0
0

3

10 2 0 3ey] [-2 o] [-1
2 5 0 -1a| |1 | |1
0 0 1 0fes| |1 o3| |1
3 -10 2]as| | O o] |2
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Exemplo — funcdes de Haar

As fungdes de Haar formam uma base ortogonal das fungfes constantes por trogos no
intervalo [0,1].

hy () ha(t) Solugdo: 1 ;
1 1 <X,hi> (j; X(t)h; (t)dt
| | | K TN i Sa——
Ml on @
0

0 10 1
hy(t) 4|

0 u 10 1 a3 2

=

1|_| hs(t) lﬂ he(t) ho(t) 1|—| hg(t) 1H Zg =32l
ag 1

OU 10 U 10 U 10 \_(1 o7 9

og 0

Pretende-se representar a fungédo seguinte através de uma combinagao linear de
funcdes de Haar.

1 X()

0

1
s
jorge s. marques, 2010

Projeccéo ortogonal

O que acontece quando os vectores de base geram um subespaco
vectorial e o sinal a representar, X, ndo pertence a esse subespago?

Mesmo neste caso, o método anterior faz o melhor que € possivel.
Calcula a projeccao ortogonal do vector x no subespaco gerado pelos
vectores de base e minimiza o erro de aproximagao e.

n
7 y=21 ay

j
e=x-y
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