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Qual é a melhor escala?

Os objectos aparecem na imagem com dimensdes muito diferentes.

N&o uma escala unica que seja apropriada. Ha uma escala adequada para
representar cada objecto

] |-|

representacdes multi-escala
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Espaco-escala

Define-se espago-escala como o sinal

I(x,s)=1(x)"* Gs(x)
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Piramide gaussiana

Discretizacao do espaco e da escala

Recursao:

dificuldade: o numero de variaveis aumenta!
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Wavelets

imagem de baixa resolugao

As wavelets permitem obter
imagens de baixa resolucéo
mantendo toda a informacéao da
imagem original, sem aumentar
o numero de coeficientes.

coeficientes de detalhe

© Jorge Salvador Marques, 2009




Wavelets
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Correlacao entre pixels

lativa dos pixels

posicao re

pixels vizinhos s&o correlacionados

© Jorge Salvador Marques, 2009




Coeficientes de detalhe

Os coeficientes de detalhe sdo descorrelacionados (aproximadamente).

posicao relativa dos coeficientes [l

detalhe

ruido gaussiano

horizontal vertical diagonal
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Representacao de Haar
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Aproximacao de funcoes
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Base: impulsos rectangulares
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Base alternativa: funcdes de Haar (1909)

ho(x)

0
N
[ ]

]
[
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=3

base ortogonal e multi-escala

gera 0 mesmo espago
que a base anterior

Wavelet de Haar

Funcoes de Haar

ho(x) = hoo(x) =

=1~

hi(X) = hpg (x) = 1~ 2P2

N
0

k=2P+q-1
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p - escala
g - deslocamento

(g-1)/2P < x <(q-0.5)/2P
(q-0.5)/2P <x<q/2P

caso contrario

h, ,(X)

p,q(

]
L]




Transformada de Haar

Realiza a mudanca de base
d=Hc

Matriz de Haar

Hj = h; (/Lv) h;, — fungéo de Haar

H ortogonal: H-'=HT

o1 1
11 1

Exemplo NN N N
oo 0
M=% 2 -2 0

A transformacao de Haar é a transformada 0 0 -2
de Wavelet mais simples! - 0
Lo o0 0
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Analise Multi-resolucao
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Expansao em Série

Seja f(x) uma fungado de quadrado integravel (fe L(IR))

expansio em série

f(x) =X ax@y(x) @x(X) funcdes de base
K

calculo dos coeficientes

ay =< P (x),F(X)>=[ Py (x)F(x)dx @x(x) funcdo dual de @k(x)

se a base for ortonormada @k (X) = @ (x)
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Funcao de Escalamento

Pretende-se que as funcdes de base se obtenham por escalamento e
deslocamento de uma fungéo ¢(x) designada por fungédo de escalamento.

(Dj,k(x):zj/zfp(sz—k) j - escala
k - deslocamento

Exemplo: funcdo de Haar

®(x) ®32(X)

OO\N:I
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Espaco de resolucao j

Designa-se por sub-espaco de resolugao j, o conjunto de fungdes Vj que
se podem escrever como combinagao linear de fungées ¢, (x)

f(x)= %ak(pj,k(x)

Se ] for escolhido cuidadosamente os conjuntos V, sdo embebidos (nested)

Vj CVj+1 ’/’/ V1
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Analise Multi-resolucao

Uma fungéo de escalamento ¢ e um conjunto de subespacos V; por ela gerados
definem uma analise multi-resolugao se

1) a fungao de escalamento ¢(x) for ortogonal as suas versodes deslocadas:
o(x) L o(x-k), vk
2) os subespagos V; gerados por ¢(x-k), Vk sé&o embebidos nos espagos de indice maior

~cV,cV, cV,cV,cV,c

3) a unica fungéo pertencente a todos os subespacos V; € a fungéo nula

4) qualquer funcao de quadrado integravel f pode ser aproximada com precisao
arbitraria por uma fungéo de V.
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Equacao de dilatacao

Como ¢(x) pertence a V,,, também pertence a V, também

Assim pode exprimir-se como combinagéo linear das fungdes de base de V.

@(x)=3 hy(n)~2 @(2x—n)

§
(

@(x) =% hy(n) @y n(x)

coeficientes da funcéo de escalamento
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Espacos ortogonais

W1 WO V0 Vj+1 =VJ®WJ

5

soma directa de sub-espagos

W; € um subespaco vectorial
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Wavelets

Se {V|} for uma analise multi-resolucdo entao existe uma fungao y(x) (wavelet)
tal que

1) as fungdes wavelets v, (x)=2/2 y(2ix-k) sdo uma base de W,

2) ¢(X) L Wjn(x) Vj,km

Pode-se provar que
w(x)=% hy(n)N2 @(2x-n)
n

e que
hy(n) = (=1)" hy(n)
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Desenho da funcao de escalamento

O desenho da fungao de escalamento ¢(x) e respectiva wavelet y(x)
nao é abordada neste curso. Ha varias familias de funcdes propostas
(p.ex., por Daubechies).

O caso mais simples é o impulso rectangular (Haar)

1 0<x<l1
¢(X)—{

0 c.C.
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Exemplo

Admitamos que ¢ € a fungao de Haar

1 0<x<l1

o(x) = o(x) = 5 V20(2x)+ - 20(2x -1)
0 c.C.

Assim
%rnzo 53 n=0 1 0<x<0.5
hy(n) = % n=1 hy(n) = —% n=1 w(x)=4{-1 0.5<x<I1
0 c.C. 0 c.C. 0 c.C.
w(x)
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Expansao em série de wavelets

Como
L(IR)=V, ®W; W, ,, ®W, ;..

se f(x) for um sinal de quadrado integravel

Cj,k coeficientes de aproximagéo

f(X)=2 cjyk®jok(X)+ X X djpWj, k(X)
& I=lo K djk coeficientes de detalhe

Gl =<F.04()> i =<F)W(X) >
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Transformada de wavelet rapida

O calculo dos coeficientes de aproximagao e de detalhe pode ser feita através de um banco de filtros

d
h,(-n) 12 " 12 h,(n)
detalhe
CJ+1 n CJ+1 N
h ! Cin 1 h
(P(-n) 2 aproximagao ? ‘P(n)
Analise Sintese
aproximacgao detalhe
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Transformada multi-escala
d;,

—h,(n)— |2 12 +—h,(n) —
Cj+1,n dj—1,n Cj+1,n
— | hw(-n)_ ~L2 T2 | h\|/(n) | —
——h,(-n) —{ 12— Cn—{ 12— h,(n)}

Cj—1,n

L Ih,cn)]—{ 12 21 —{h,(n) ]
aproximacgao detalhe
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Exemplo

Filtros associados a wavelet de Haar sinal
hy(n) =5 6(n)+L-8(n-1)

f(N)=[0 213 1-10 4]
hw(n):%é(n)—ﬁé(n—l)

Transformada de wavelet rapida

f(n)*h(p(—n)=%[2 3440-144—25¢, =%[2 4 0 4]

f(n)*hw(—n):%[—21-2 22 -1-44—2 54, :%[—2-2 2-4]

Tz(c,l)z%[204ooo 40— 1192200 22
2 > 02131-104
Tz(d_g:%[—zo-zo 20 40— 14111 1-1-2 2]
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Representacao de Imagens

Como representar imagens discretas usando wavelets?

Ha 2 dificuldades:

a imagem é discreta

depende de duas variaveis independentes

12 questao (sinal discreto): dado um sinal discreto, pode-se admitir que os
valores do sinal I(n) sao os coeficientes de ordem j, ¢; ,, e aplicar wavelets
para obter os coeficientes de resolugdes mais baixas.

22 questao (sinal bidimensional): aplicar a transformada de Haar a cada
coluna da imagem e depois aplicar a transformada de Haar a cada linha da
matriz resultante.
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Exemplo
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