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Série de Problemas 2
Extremos locais/globais, Condi¢oes de Optimalidade

Problema 1.[Identificacao e classificagao de pontos de estacionar-
iedade] Identifique os pontos de estacionariedade das seguintes fungoes e
classifique-os (minimizante local/global, maximizante local/global ou ponto
de sela). Determine também se as fungoes admitem extremos globais.

(a) f: R—=R, f(z) =xze™®

(b) [ : R =R, f(z,y) =2+ (1 +2)%°

(c) f: R =R, f(z,y) =2’ — 3xy* + y*

(d) f: R =R, f(z,y,2) =2y +yz + 2z

(e) f : R—=R, f(z) = 3az? + ¢, onde a € R é uma constante

Problema 2.[Classificacao de pontos de estacionariedade| Para cada
uma das seguintes funcdes f : R? — R mostre que (z,y) = (0,0) é um ponto
de estacionariedade e classifique-o (minimizante local/global, maximizante
local/global ou ponto de sela).

(a) f(z,y) =a* +y* —2(z —y)?
(b) f(x,y) =z*+y*
() flz,y) =23 +¢°

Problema 3.[Pontos de estacionariedade] Considere a funcéo f : R" —
R dada por

f(z) = %xTAx + (b ),

onde A € R™™™ é uma matriz simétrica, b € R™ é um vectore ¢ : R - R é
uma funcao diferencidvel e estritamente crescente.
Mostre que f admite um ponto de estacionariedade s6 se b € Range A.
[Nota: Range A é o subespago linear gerado pelas colunas de A. Ou
seja,

Range A = {Az : z e R"}. ]

Problema 4.[Pontos de estacionariedade/Condi¢oes de Optimali-
dade] Considere a funcao f : R” — R dada por

1
J(@) = Ja" Aw + b2 + e



onde

24+« 2—« « 1
A=| 24a 4+a 24a |, c=|1
a 24« 24+« 1

A constante o € R e o vector b € R™ nao estao especificados.

(a) Mostre que
Vf(x)=Az+b+ e e,

(b) Especifique b de modo a tornar z = 0 um ponto de estacionariedade
de f.
(c) Mostre que
Vif(x)=A+ e ccT

(d) Suponha que o vector b é determinado como na alinea (b). Escolha
valores para a de modo que z = 0 seja: (i) um minimo local estrito, (ii)
um minimo local nao-estrito e (iii) um ponto de sela. [Pista: o vector ¢ é
um vector préprio de A]

Problema 5.[Funcgoes coercivas] Uma fungao f : R™ — R diz-se coerciva
se

lim f(z) = +o0.
[[f| o0

Mostre: se f é uma funcao continua e coerciva, entao f tem um mini-
mizante global.

Problema 6.[Algoritmos: coordenadas ciclicas, descida de gradi-
ente e Newton| Considere a fungao f : R" — R,

fla) = e,

onde @ : n X n é uma matriz simétrica definida positiva.
Note que f é uma funcao coerciva.

(a) Mostre que

Vfix) = 26$TQxQ:E
V() = 2% 9% [Q+2(Qx)(Qu)T]

(b) Mostre que z* = 0 é o tinico ponto de estacionariedade e é o \inico
minimizante global de f.

(c) Considere o subproblema de pesquisa em linha

o = arg m>118 f(zo+ ad), (1)



onde rg € R™ e d € R™ é uma direcgao de busca nao-nula. Mostre que a
solugao do subproblema (1) é dada por

T
. _ 2 Qd , sexlQd<0
o = d'Qd
0 , caso contrario
(d) [Coordenadas ciclicas] Seja
05 0
a=a.|’y e )

onde '
=[Sl T ]

com 0 = /5.
Considere a utilizacdo do método de coordenadas ciclicas para mini-
mizar f. Ou seja, designando por z* a k-ésima iteracdo, temos

I Al (3)

onde d® =e1, d' = ey, d®> =1, d® = ey, d* = €1, etc com
1 0
€1 = 0 €2 = 1l
k

o = argmin f (xk —i—oedk) .
acR

Implemente a iteragdo em (3) em MATLAB, tomando como condicao
inicial 2° = (0.3,0.2). Qual ¢ o primeiro k que satisfaz ||z% — 2*|| < 10710 ?

(e) [Descida de gradiente] Seja ) dado por (2). Considere a uti-
lizagdo do método de descida de gradiente com pesquisa em linha exacta
para minimizar f. Ou seja, temos

M = 2F ¢ akdk, (4)
onde dF = —gF, g¥ = Vf (l‘k), e
of = argmin f (xk + adk) .
a>0

Implemente a iteracao em (4) em MATLAB. Tomando como condi¢ao

inicial 20 = (0.3,0.2) qual é o primeiro k que satisfaz Ha:k — x*H < 10710 7

(f) [Método de Newton puro] Seja () dado por (2). Considere a
utilizagdo do método de Newton puro para minimizar f. Ou seja, temos

-1
Rk (Hk) g, (5)

3



onde g* = V[ (2¥) e H* = V2 f(a").
Implemente a iteragdo em (5) em MATLAB, tomando como condi¢ao
inicial 2° = (0.3,0.2). Qual ¢ o primeiro k que satisfaz ||z* — 2*|| < 10710 ?

Problema 7.[Conjuntos compactos/Matrizes ortogonais| Seja

O(n) ={QeR™™ : Q"Q =QQ" = I,}

o conjunto das matrizes ortogonais n x n. (Nota: I, é a matriz identi-
dade n x n)

(a) Prove que O(n) é um subconjunto compacto de R"*". [Pista: mostre
que O(n) é limitado e fechado]

(b) Mostre que as matrizes da forma

| cos(#) —sin(8)
Q) = [ sin(f)  cos(6) } ’ (6)

onde 0 € R, pertencem a O(2).
(c) Seja
a b
A=
uma matriz simétrica 2 x 2. Mostre que A é ortogonalmente equivalente a

uma matriz simétrica com os elementos na diagonal iguais. Ou seja, mostre
que existe @ € O(2) e d,e € R tal que

d e
T —
@ AQ = [e d} '
[Pista: Comece por considerar o caso A diagonal, ou seja,
a 0

=07
e tente encontrar uma matriz Q(f) da forma (6) tal que Q(0)T AQ(f) tenha
os elementos da diagonal iguais. Para tratar o caso de A geral, relembre-se

que, pelo teorema da decomposicao em valores proprios, existe uma matriz
V € O(2) e uma matriz diagonal

a0
=[5

que contém os valores proprios de A, tal que

A=VAVT,



Agora, fazendo VT AV reduzimos o problema ao caso anterior.]

(d) Demonstre a alinea anterior para o caso geral n x n. Ou seja, prove
que para qualquer matriz A simétrica n x n, existe Q € O(n) tal que QT AQ
tem os elementos na diagonal iguais. [Pista: Comece por provar que, dado
A com aj; # ajj;, existe um R € O(n) tal que B = RT AR verifica b;; = i
para descobrir este R pense numa generalizacdo de Q(f) em (6) para o
caso n X n. Depois, defina a funcdo f : R™*" — R,

f(X) = Z(ym —y;;)?, onde Y = XTAX,
i#]

e note que f é uma funcao continua. Usando os resultados obtidos até agora,
prove que f tem um minimizante global @* em O(n) e que f(Q*) = 0.]



