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Série de Problemas 2
Extremos locais/globais, Condições de Optimalidade

Problema 1.[Identificação e classificação de pontos de estacionar-
iedade] Identifique os pontos de estacionariedade das seguintes funções e
classifique-os (minimizante local/global, maximizante local/global ou ponto
de sela). Determine também se as funções admitem extremos globais.

(a) f : R → R, f(x) = xe−x

(b) f : R
2 → R, f(x, y) = x2 + (1 + x)3y2

(c) f : R
2 → R, f(x, y) = x3 − 3xy2 + y4

(d) f : R
3 → R, f(x, y, z) = xy + yz + zx

(e) f : R → R, f(x) = 1
2ax2 + ex, onde a ∈ R é uma constante

Problema 2.[Classificação de pontos de estacionariedade] Para cada
uma das seguintes funções f : R

2 → R mostre que (x, y) = (0, 0) é um ponto
de estacionariedade e classifique-o (minimizante local/global, maximizante
local/global ou ponto de sela).

(a) f(x, y) = x4 + y4 − 2(x − y)2

(b) f(x, y) = x4 + y4

(c) f(x, y) = x3 + y3

Problema 3.[Pontos de estacionariedade] Considere a função f : R
n →

R dada por

f(x) =
1
2
xT Ax + φ(bT x),

onde A ∈ R
n×n é uma matriz simétrica, b ∈ R

n é um vector e φ : R → R é
uma função diferenciável e estritamente crescente.

Mostre que f admite um ponto de estacionariedade só se b ∈ Range A.
[Nota: RangeA é o subespaço linear gerado pelas colunas de A. Ou

seja,
RangeA = {Ax : x ∈ R

n}. ]

Problema 4.[Pontos de estacionariedade/Condições de Optimali-
dade] Considere a função f : R

n → R dada por

f(x) =
1
2
xT Ax + bT x + ecT x,
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onde

A =


 2 + α 2− α α

−2 + α 4 + α −2 + α
α −2 + α 2 + α


 , c =


11
1


 .

A constante α ∈ R e o vector b ∈ R
n não estão especificados.

(a) Mostre que
∇f(x) = Ax + b + ecT x c.

(b) Especifique b de modo a tornar x = 0 um ponto de estacionariedade
de f .

(c) Mostre que
∇2f(x) = A + ecT x ccT .

(d) Suponha que o vector b é determinado como na aĺınea (b). Escolha
valores para α de modo que x = 0 seja: (i) um mı́nimo local estrito, (ii)
um mı́nimo local não-estrito e (iii) um ponto de sela. [Pista: o vector c é
um vector próprio de A]

Problema 5.[Funções coercivas] Uma função f : R
n → R diz-se coerciva

se
lim

‖x‖→+∞
f(x) = +∞.

Mostre: se f é uma função cont́ınua e coerciva, então f tem um mini-
mizante global.

Problema 6.[Algoritmos: coordenadas ćıclicas, descida de gradi-
ente e Newton] Considere a função f : R

n → R,

f(x) = exT Qx,

onde Q : n × n é uma matriz simétrica definida positiva.
Note que f é uma função coerciva.
(a) Mostre que

∇f(x) = 2exT QxQx

∇2f(x) = 2exT Qx
[
Q + 2(Qx)(Qx)T

]

(b) Mostre que x∗ = 0 é o único ponto de estacionariedade e é o único
minimizante global de f .

(c) Considere o subproblema de pesquisa em linha

α∗ = argmin
α≥0

f (x0 + αd) , (1)
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onde x0 ∈ R
n e d ∈ R

n é uma direcção de busca não-nula. Mostre que a
solução do subproblema (1) é dada por

α∗ =




−xT
0 Qd

dT Qd
, se xT

0 Qd ≤ 0

0 , caso contrário

(d) [Coordenadas ćıclicas] Seja

Q = Qa

[
0.5 0
0 1

]
QT

a , (2)

onde

Qa =
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
,

com θ = π/5.
Considere a utilização do método de coordenadas ćıclicas para mini-

mizar f . Ou seja, designando por xk a k-ésima iteração, temos

xk+1 = xk + αkdk (3)

onde d0 = e1, d1 = e2, d2 = e1, d3 = e2, d4 = e1, etc com

e1 =
[
1
0

]
e2 =

[
0
1

]
,

e

αk = argmin
α∈R

f
(
xk + α dk

)
.

Implemente a iteração em (3) em MATLAB, tomando como condição
inicial x0 = (0.3, 0.2). Qual é o primeiro k que satisfaz

∥∥xk − x∗∥∥ < 10−10 ?
(e) [Descida de gradiente] Seja Q dado por (2). Considere a uti-

lização do método de descida de gradiente com pesquisa em linha exacta
para minimizar f . Ou seja, temos

xk+1 = xk + αkdk, (4)

onde dk = −gk, gk = ∇f
(
xk

)
, e

αk = argmin
α≥0

f
(
xk + αdk

)
.

Implemente a iteração em (4) em MATLAB. Tomando como condição
inicial x0 = (0.3, 0.2) qual é o primeiro k que satisfaz

∥∥xk − x∗∥∥ < 10−10 ?
(f) [Método de Newton puro] Seja Q dado por (2). Considere a

utilização do método de Newton puro para minimizar f . Ou seja, temos

xk+1 = xk −
(
Hk

)−1
gk, (5)
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onde gk = ∇f
(
xk

)
e Hk = ∇2f(xk).

Implemente a iteração em (5) em MATLAB, tomando como condição
inicial x0 = (0.3, 0.2). Qual é o primeiro k que satisfaz

∥∥xk − x∗∥∥ < 10−10 ?

Problema 7.[Conjuntos compactos/Matrizes ortogonais] Seja

O(n) =
{
Q ∈ R

n×n : QT Q = QQT = In

}

o conjunto das matrizes ortogonais n × n. (Nota: In é a matriz identi-
dade n × n)
(a) Prove que O(n) é um subconjunto compacto de R

n×n. [Pista: mostre
que O(n) é limitado e fechado]

(b) Mostre que as matrizes da forma

Q(θ) =
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
, (6)

onde θ ∈ R, pertencem a O(2).
(c) Seja

A =
[
a b
b c

]

uma matriz simétrica 2 × 2. Mostre que A é ortogonalmente equivalente a
uma matriz simétrica com os elementos na diagonal iguais. Ou seja, mostre
que existe Q ∈ O(2) e d, e ∈ R tal que

QT AQ =
[
d e
e d

]
.

[Pista: Comece por considerar o caso A diagonal, ou seja,

A =
[
a 0
0 c

]
,

e tente encontrar uma matriz Q(θ) da forma (6) tal que Q(θ)T AQ(θ) tenha
os elementos da diagonal iguais. Para tratar o caso de A geral, relembre-se
que, pelo teorema da decomposição em valores próprios, existe uma matriz
V ∈ O(2) e uma matriz diagonal

Λ =
[
λ1 0
0 λ2

]

que contém os valores próprios de A, tal que

A = V ΛV T .
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Agora, fazendo V T AV , reduzimos o problema ao caso anterior.]
(d) Demonstre a aĺınea anterior para o caso geral n × n. Ou seja, prove

que para qualquer matriz A simétrica n×n, existe Q ∈ O(n) tal que QT AQ
tem os elementos na diagonal iguais. [Pista: Comece por provar que, dado
A com aii 
= ajj , existe um R ∈ O(n) tal que B = RT AR verifica bii = bjj ;
para descobrir este R pense numa generalização de Q(θ) em (6) para o
caso n × n. Depois, defina a função f : R

n×n → R,

f(X) =
∑
i	=j

(yii − yjj)2, onde Y = XT AX,

e note que f é uma função cont́ınua. Usando os resultados obtidos até agora,
prove que f tem um minimizante global Q∗ em O(n) e que f(Q∗) = 0.]
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