Optimizagao e Algoritmos (2004/2005)

Instituto Superior Técnico — Engenharia Electrotécnica e de Computadores

Série de Problemas 1
Programacao Linear, Método Simplex

Nota MATLAB (requer a instalacao da optimization toolbox): a
linha x = linprog(c,A,b) resolve programas lineares na forma

min Ty

Ax <b

Faca help linprog para mais opg¢des. Recomenda-se o uso do MATLAB
para a resolugao numérica dos programas lineares desta série.

Problema 1. [Conversao de programas lineares para formas nao-
standard] Coloque na forma

min c'x

Ax <b

os seguintes programas lineares. Em particular, explicite a matriz A e os
vectores b e ¢ que obteve para cada alinea. Resolva o programa linear nu-
mericamente (use MATLAB). Indique a solugao éptima (x7,x3,23) para
cada alinea.
(a)
min 2x1 — 4xo + 3x3
1 +x2 <4
.T1—2:E2—933 Z —2
w3 <1
To = —3

(b)
max 3x1 — xo + 4x3
1+ 22 <4
$1—2:L’2—$3Z—1
xo + |z3] < 2
o Z -3

(c)
min xr1 — X2 + XT3
1+ 29 <5
x1—2x2—x3 Z -2
|xa| + |zg| <1
[Pista: para lidar com a desigualdade |z3| 4+ |z3] < 1 desenhe-a no plano

T9—x3 e observe que pode ser desdobrada em 4 desigualdades, ou, alternati-
vamente, analise o problema 3 (a).]



Problema 2. [Técnica do epigrafo] Mostre que os programas de opti-
mizacao

Pl: min f(z) e P2: min ¢,
reX flz) <t
reX

sao equivalentes. Isto é, mostre que o minimo dos dois programas de op-
timizacao sdo iguais (repare que P2 tem mais uma varidvel a optimizar).
[Note a conclusao: qualquer problema de optimizacao é equivalente a outro
com objectivo linear.]

Problema 3.[Conversao de programas lineares| Neste problema, sao
ilustradas algumas técnicas de conversao de programas lineares. O seu tra-
balho consiste em justificar a validade dos 2 passos efectuados (ou seja,

mostre que cada passo efectuado nao altera o minimo dos problemas de
optimizagao envolvidos).
(a)
min |x1| + |z2| + |23
r1+ 22 <5
r] — 2x9 — X3 > —2
’1‘3| S 1
T > —3

Passo 1

min S1+ S+ s3
1 +22 <5
$1—2$2—IL’3 Z —2
|lzs| <1
xI9 Z -3
|z1] = 51
2| = s2
|z3] = s3
Passo 2 .
= min 81+ S2 + 83
1+ 22<5H
T — 2x9 — x3 > —2
w3 <1
To > —3
|z1] < 81
|za| < s9
|z3| < s3



(b)

min max {4x1 + x3,x1 — 2x9 + bx3, x9 — 223}
1 +22 <5
T — 2x9 — T3 > —2
|33‘3| S 1
xIo Z -3
Passo 1 .
= min t
max {4331 + 3,21 — 222 + 523,79 — 233‘3} <t
x1+22<5
.%‘1—21‘2—:1}32—2
w3 <1
xT9 Z -3
Passo 2 .
= min t
dx1+ 23 <t
r1 —2x9+ 523 <t
Tro — 2:]33 S t
1+ 29 <D
331—2332—.%32 —2
|.’E3‘ S 1
xI9 Z -3

Problema 4. [Conversao de programas lineares para a forma stan-
dard] Coloque na forma standard

min cz
Axr =10
x>0

os programas lineares do problema 1, partindo da forma como estao for-
mulados (ou seja, nao parta da formulacdo ming,<p 'z que j& obteve na
resolucdo do problema 1). Indique explicitamente qual a matriz A e os
vectores b e ¢ que correspondem a cada alinea.

Problema 5. [Formulacao de problemas de optimizagao como pro-
gramas lineares| O objectivo deste problema é formular alguns problemas
de optimizagdo como programas lineares (ndo necessita de os colocar na
forma standard).

(a) [Aproximagao geométrica] Pretende-se inscrever uma bola B, com
o maior didmetro possivel, num poliedro P C R? . A bola B é parameteri-
zada pelo seu centro (c1,c2) € R? e pelo seu raio R, ou seja,

B={(z1,22) €R? : (z1 — 1) + (22 — »)* < R*}.



O poliedro P é representado por um sistema de M desigualdades

P:{(ml,x2)€R2:A [ml]sb},

T2
onde -~ ~ -~ ~
a1l a2 b1
A= Gm,1 aAm,2 b= bm
| am1 o an2 | | v |

As constantes A e b sao dadas. O seu objectivo é determinar ¢y, cs e R.
Formule este problema de optimizacao como um programa linear. Sug-

estao: comece por demonstrar que uma bola de centro (c1, c2) e raio R esté

incluida num semi-espago S,, = {(x1,x2) € R? : Am, 171 + Ay 2T < bm} se

e so se
am,1C1 + amaca + RyfaZ | + a2 o < b,

e depois observe que B C P equivale a B C ﬂ%zl S
Use a formulacao obtida para resolver o caso

-3 2 9
1 5 14
A= 5 4 b= 18
-1 -2 3

4 T T T T T T T T T T

-3

Y S S SR SR N SR SR

Figura 1: Solugao do problema 4 (a)



(b) [Comunicagoes] O sinal s[n] é gerado num transmissor e, apds
passagem por um canal com fungao de transferéncia H(z), é observado num
receptor como o sinal z[n], ver figura 2. Para simplificar, assume-se que
todos os sinais assumem valores em R. A resposta impulsiva do canal H(z)

Figura 2: O objectivo é desenhar o equalizador para que C(z) ~ z~¢

tem duracao finita, isto é,
H(z) = h[0] + R[]z~ + h[2]27% + - + B[N]z7V.

O canal H(z) introduz inteferéncia inter-simbdlica no sinal s[n]. Essa dis-
torcao dificulta ao receptor a deteccao dos simbolos de informacao contidos
em s[n]. Por exemplo, observe o sinal bindrio s[n] na figura 3 (sdo ex-
ibidas 1000 amostras consecutivas). Note que s[n] sé assume os valores +1.
Considere agora um canal dado por H(z) = 1 — 227! + 2272, Na figura 4
mostra-se o sinal x[n| observado no receptor e que resulta da passagem
de s[n] pelo canal H(z). E notéria a destruicdo da constelacio bindria origi-
nal. Neste problema, assume-se que o canal H(z) é conhecido pelo receptor.
Para reverter o efeito do canal H(z), considere o processamento de z[n] pelo
filtro E(z) como se mostra na figura 2. O papel do filtro E(z), também
chamado de equalizador, é “inverter’o canal H(z) de modo a recuperar o
sinal de informacao s[n]. A resposta impulsiva do equalizador também tem
duracao finita, isto é,

E(z) =e[0] +e[l]z7 ! +e2lz72 4 - + e[M]z~M,

onde M é escolhido pelo receptor. Pretende-se desenhar E(z) de tal modo
que o filtro global C(z) = H(z)FE(z) nao tenha interferéncia intersimbdlica,
ou seja, C(z) ~ 279 onde d designa um inteiro positivo escolhido pelo
receptor (a ac¢ao de C(z) sobre s[n| limitar-se-ia entdo a um inofensivo

atraso temporal). Mais especificamente, seja

C(Z) = C[O] + C[l]z_l + 0[2]2—2 4+t C[N + M]Z—(N—Q—M)‘



151 8

—15F i

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3: Sinal bindrio s[n] gerado no transmissor

Pretende-se desenhar E(z), ou seja, os coeficientes {e[0], e[1], e[2], ..., e[M]},
de forma a minimizar
[ o] 7 [O0]
c[1] 0
cld — 1] B
cld] 1 ’
cld + 1] 0
| ¢[N + M] | L0 1l
onde ||(a1, a2, ..., ax)|,, = max {|ai|,|az|,...,|ax|} . Formule o desenho do

equalizador como um programa linear.

Use a formulacio obtida para resolver o caso H(z) = 1 — 2271 + 2272
M = 20, d = 10. Confirme que, depois de obter o equalizador, a resposta
impulsiva do filtro resultante C'(z) corresponde a figura 5. A titulo ilustra-
tivo, mostra-se na figura 6 o sinal s[n| da figura 2. E notéria a recuperacao
(aproximada) da constelac@o binaria em s[n], apés um transiente inicial.

Problema 6.[Simplex] Considere o programa linear

P min
—2x1 + 29 < 4
1 <8
1+ 22 <10
x1, 12 20

*21‘1 — T2
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Figura 4: Sinal z[n| observado no receptor

(a) Faga uma representagao grafica de P e use-a para encontrar a solugao
Optima.

(b) Resolva P através do simplex e confirme o resultado obtido em (a).
Indique ainda, na representagao grafica de (a), qual a sequéncia de vértices
visitados pelo simplex.

(c) Repita as alineas (a) e (b) para o programa linear

P min —x1 — 229
—2x1+ 29 <4
I S 8
1+ 22 <10
z1,x2 20

Problema 7.[Geometria de poliedros] Considere o poliedro

P={zxeR": Az <b},

onde
CL{ bl
al ba
A= ; € R™*™, a; € R", b= . cR™.
al bm

(a) Mostre que, se rank A < m, entao o poliedro nao é limitado.

(b) Suponha que z € P. Seja k o ntimero de restrigoes activas em z, isto
é,seja k (k€ {0,1,...,m}) o niimero de inequacoes do sistema Az < b que
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Figura 5: Resposta impulsiva do filtro C'(z) apds optimizagao

se verificam com igualdade. Seja Ay € R¥*™ a submatriz de A que contém
as linhas ¢ para as quais al-Tz = b; (submatriz que corresponde as restri¢oes
activas). Mostre que z é um vértice de P se e s6 se rank Ag = m.
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Figura 6: Sinal 5[n| (apds equalizador)



