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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de estimar estrutura tridimensional a partir
de movimento (structure from motion (SFM), na literatura anglo-saxdnica), com
informagao desconhecida. Neste problema, estima-se o modelo tridimensional de
uma cena estatica e o movimento da camara de filmar a partir de uma sequéncia de
video com oclusao e inclusao. A oclusao e inclusao ocorre quando partes de objectos
deixam de aparecer ou passam a aparecer nas imagens, respectivamente.

Apesar do método de factorizacao de Tomasi e Kanade ser muito usado pela co-
munidade de visao por computador para resolver o problema structure from motion,
este nao consegue lidar com oclusao e inclusao, o que limita a sua aplicagao pratica
e provoca um aumento significativo na complexidade computacional da solugao.
Nesta tese descreve-se um novo estimador de informacao desconhecida em matrizes
singulares, que estima as trajectorias completas dos pontos a partir das trajectorias
incompletas observadas, eliminando o problema da oclusao e inclusao e reduzindo
consideravelmente a complexidade computacional necesséria.

O estimador de informacao desconhecida em matrizes singulares duma dada
caracteristica é constituido por um algoritmo que calcula uma estimativa inicial da
matriz completa e por dois algoritmos iterativos éptimos que refinam esta estimativa.
Um destes é um algoritmo Ezpectation-Maximization e o outro implementa o power
method com informagao desconhecida. Estes algoritmos estimam a matriz completa
de caracteristica deficiente que melhor aproxima a matriz de observacoes com a
mesma caracteristica mas com entradas desconhecidas. Estes algoritmos permitem
usar o método de factorizagao de Tomasi e Kanade em sequéncias de video reais em
que existe muita oclusao e inclusao.

Nesta tese conclui-se que o estimador de informagao desconhecida em matrizes
singulares apresenta importantes vantagens face aos algoritmos existentes, tendo
em conta a qualidade da estimagao, custo computacional e generalidade. O uso
deste método para eliminar o problema da oclusao permite a estimagao do modelo
tridimensional 6ptimo, tendo em conta os dados disponiveis.

De forma a facilitar a estimacao de movimento nas imagens é vulgar considerar
uma aproximacao de primeira ordem em que se assume que 0 movimento na imagem
pode ser aproximado por uma homografia. Nesta tese é também descrito um novo es-
timador de homografia. Implementou-se também um estimador de correspondéncias,
de fluxo 6ptico baseado em correlagao, com uma estratégia de multi-resolucao.

Palavras-chave: Structure from motion, oclusao, inclusao, homografia, corre-
spondéncias, observagoes incompletas.
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ABSTRACT

This thesis addresses the problem of estimating 3D structure from motion with
missing data. In this problem, I estimate the 3-D model of a static scene and
the 3-D motion of the video camera from a video sequence with occlusion and
inclusion. Occlusion and inclusion occur when parts of objects stop appearing or
start appearing on the images, respectively.

Although Tomasi and Kanade’s factorization method is used extensively by the
computer vision community to estimate structure from motion, it cannot handle
occlusion and inclusion, which limits its practical use e causes a significative increase
in computational complexity. In this thesis, I describe a new estimator of missing
data in rank deficient matrices, that estimates complete point trajectories from
incomplete observed trajectories, therefore eliminating the problem of occlusion and
inclusion and reducing required computational complexity.

The estimation of missing data in rank deficient matrices consists of an algo-
rithm that computes an initial estimate of the complete matrix and two iterative
optimum algorithms that refine this estimate. One implements an Expectation-
Maximization algorithm, and the other implements the Power Method algorithm
for missing data. These algorithms estimate the complete rank deficient matrix
that best approximates the observation matrix with the same rank and missing da-
ta. These algorithms allow the use of Tomasi and Kanade’s factorization method in
real video sequences with a lot of occlusion and inclusion.

In this study, I conclude that the missing data estimator in rank deficient ma-
trices has important advantages regarding existing algorithms, in such aspects as
estimation quality, computational cost and generality. This method eliminates the
occlusion problem in a way that it estimates the optimum 3-D model with observed
data.

In order to facilitate motion estimation in the video sequence, it is common to
consider a first-order approximation in which we assume that the image motion can
be approximated by a homographic transformation. In this thesis, I also describe a
new homography and correspondence estimator, based on correlation optical flow,
with a course-to-fine strategy.

Key-Words: Structure from motion, occlusion, inclusion, homography, corre-
spondences, missing observations.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

1.1 Motivacao e objectivos

H&4 muito que o Homem sonha em construir uma maquina tao inteligente como
o proprio Homem. Um dos seus requisitos seria a capacidade de processar dados
visuais e conseguir extrair informagao de diversos niveis conceptuais, desde o simples
reconhecimento de contornos ao complexo reconhecimento de objectos, passando
pelo reconhecimento de caracteres, a interpretacao de imagens médicas, etc. O
campo da ciéncia que estuda este assunto denomina-se visao por computador.

A percepcao de tridimensionalidade é um tépico de grande interesse por parte
da comunidade de visao por computador. Existem varios métodos que inferem a
estrutura tridimensional a partir de uma s6 imagem, usando informagao tal como
sombras (shape from shading) [15], textura (shape from texture) [9], fronteiras (shape
from boundary) [44] e desfocagem (depth from focus) [43]. Tornou-se evidente que
estes métodos nao conseguem produzir estimativas fidveis da estrutura trimensional
a partir de imagens de ambientes reais sem restri¢oes [32].

Foram desenvolvidos outros métodos que usam duas ou mais imagens da mesma
cena para reconstruir, de forma mais fidvel, a respectiva estrutura estatica tridimen-
sional. Na seccao 1.3 faz-se uma revisao destes métodos. Estes métodos baseiam-
se na analise dos movimentos estimados nas imagens pelo que sao conhecidos por
structure from motion (SFM). Em SFM, pretende-se estimar a estrutura 3D da cena
filmada e o movimento da camara a partir duma sequéncia de duas ou mais imagens
obtidas de posicoes e angulos desconhecidos.

Em 1979, Ullman mostrou que é possivel estimar a estrutura e o movimen-
to tridimensional duma configuragao rigida de quatro pontos a partir de trés pro-
jecgoes ortograficas desses pontos usando uma camara estaciondria [39]. No entanto,
desde entao a maioria dos investigadores em SFM optaram por usar o modelo de
projeccao perspectivo, processando apenas um par de imagens. Apesar desta abor-
dagem garantir a existéncia e a unicidade da solucao, excepto em configuragoes
singulares, o uso de apenas duas imagens mostrou ser altamente sensivel ao ruido
na imagem, especialmente quando o objecto esta muito longe da camara. A investi-
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gagao mais recente tem sido orientada para o uso de sequéncias de video mais longas.
As abordagens adoptadas fazem uso de filtros de Kalman extendidos e métodos de
optimizacao nao lineares de elevado peso computacional.

No principio dos anos 90, Tomasi e Kanade recuperaram a formulagao original
de Ullman e introduziram um método computacionalmente simples que permite
resolver o problema SFM com multiplas imagens sem recorrer a optimizagao nao
linear, usando o modelo de projecgao ortogréfico [37]. Este método foi extendido
para o modelo de projeccao paraperspectivo [29], projeccao perspectiva [35], anélise
de movimento de linhas [25], de superficies [2] e anélise de multiplos movimentos
8].

O método de factorizacao de Tomasi e Kanade tem sido reconhecido como um
método fundamental para estimar a estrutura a partir do movimento. Este método
usa uma matriz de observacao de caracteristica 4 formada pelas coordenadas das
projeccoes bidimensionais no plano da imagem dos pontos notérios. As matrizes de
movimento e de forma obtém-se factorizando a matriz de observacoes e aplicando
determinadas restrigoes a estrutura da matriz de movimento.

A oclusao é um fenémeno em que porcoes da estrutura tridimensional dos objec-
tos deixam de aparecer nas imagens, e a inclusao é outro fenémeno em que porgoes
da estrutura tridimensional que nao apareciam nas imagens passam a aparecer -nesta
tese os dois fenomenos sao designados simplesmente como oclusdo. Estes fenémenos
surgem naturalmente com o movimento da camara, ou porque as zonas passam a
estar, ou estavam, ocultas por detras de outras ou, simplesmente, porque saem ou
entram no plano da imagem. Estes fendmenos aumentam consideravelmente a difi-
culdade na estimacao de SFM, uma vez que as observacoes das trajectorias dos pon-
tos resultam incompletas. Dai dar-se o nome SFM com informagao desconhecida ao
problema SFM discutido anteriormente, quando existe oclusao. No método de fac-
torizacao de Tomasi e Kanade, as oclusoes traduzem-se numa matriz de observagao
que contém valores desconhecidos, correspondentes as trajectérias que ficaram por
seguir. Uma vez que nao é possivel factorizar uma matriz com valores desconhecidos,
nao é possivel aplicar o método. Dada a frequéncia com que se dao os fendmenos
de oclusao (agravados pelo facto dos algoritmos que efectuam a correspondéncia fal-
harem frequentemente), é pouco eficiente usar um método que estima SFM sem lidar
com oclusoes. Os proprios Tomasi e Kanade apresentaram um algoritmo iterativo
para lidar com oclusées [37], mas este é de tal forma pesado computacionalmente e
propenso a erros que impossibilita o uso de sequéncias de video longas [18].

Nesta tese sao propostos dois algoritmos iterativos éptimos e complementares no
seu modo de funcionamento que, em condi¢oes bem determinadas, convergem para
a matriz de observagao completa que melhor aproxima todos os dados conhecidos.
E também apresentado um algoritmo sub-éptimo que estima de forma eficiente a
matriz de observagao completa a partir de uma matriz de observacao incompleta.
Apesar dos algoritmos apresentados terem sido desenvolvidos no contexto do método
de factorizagao de Tomasi e Kanade, que lida com modelos de projeccao lineares, tais
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como o modelo ortografico e o modelo de paraperspectiva, estes algoritmos podem
anteceder qualquer método linear de SFM que nao consiga lidar com oclusdes.

A generalidade dos algoritmos de factorizacao propostos nesta tese tornam-nos
também adequados para o caso geral em que se pretende estimar informacao de-
sconhecida em matrizes singulares de qualquer caracteristica, de qualquer problema
de engenharia. De facto, abordagens recentes a diversos problemas de visao por
computador tais como o reconhecimento de objectos [4, 40|, aplicagoes em fotome-
tria [33, 27, 5] e o alinhamento de imagem [45, 46] estimam sub-espagos de baixa
dimensao a partir de observacoes ruidosas, usando decomposicao em valores singu-
lares [11]. Na pratica, a matriz de observacao destes problemas pode estar incom-
pleta por nao terem sido observadas todas as suas entradas, o que limita a utilizacao
das aplicacoes. Os novos algoritmos aqui apresentados permitem estimar os valores
das entradas desconhecidas, completando as matrizes de observacao e permitindo
uma utilizacao pratica sem restrigoes das aplicagoes em questao.

Estes novos algoritmos aqui apresentados sao integrados com um novo método
de SFM baseado em fluxo éptico que suporta oclusao. Um dos problemas cruci-
ais dos algoritmos de SFM ¢ a estimacao das correspondéncias entre as projecgoes
bidimensionais de cada ponto tridimensional. Uma forma habitual de facilitar esta
estimacao consiste em efectuar uma primeira aproximacao a estimagcao, consideran-
do que a cena tridimensional pode ser aproximada por um plano e estimando a
transformacao homografica entre cada par de imagens. A homografia é uma trans-
formacao projectiva bidimensional que pretende alinhar duas imagens duma regiao
planar, obtidas de diferentes posicoes. A aproximacao de que a cena tridimensional
pode ser aproximada por um plano faz sentido porque se assume que a distancia
entre a camara e a cena ¢ muito maior do que o relevo tridimensional dos objec-
tos filmados. Além disso, a aproximacao é também justificada pelo facto de, se o
centro optico da camara estiver sempre no mesmo ponto do espago, a relagao entre
as imagens ¢ dada exactamente por uma transformacao homografica, qualquer que
seja a estrutura 3D da cena. Nesta tese é apresentado um novo e robusto estimador
de homografia, iterativo, baseado em fluxo éptico de correlagao, de resolucao sub-
pizels e com uma estratégia de processamento multi-resolucao, que permite alinhar
duas ou mais imagens de superficies planares, ou estimar uma aproximacao das
correspondéncias entre as projeccoes bidimensionais de pontos tridimensionais. O
estimador de homografias tem importantes vantagens face aos métodos existentes
por nao usar pontos notorios e ser computacionalmente mais simples do que os
restantes métodos baseados em fluxo dptico.

Uma vez que se pretendem modelos densos da estrutura tridimensional, dificeis
de obter com uma estratégia baseada em pontos notérios, é apresentado um novo
estimador de correspondéncias de fluxo 6ptico baseado em correlagao, também com
uma estratégia de multi-resolugao. O uso de fluxo éptico permite calcular um mapa
3D denso porque que estima as correspondéncias de todos os pizels das imagens.
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1.2 Abordagem

O método de SFM proposto nesta tese esta dividido, como habitual, em dois passos
distintos: o passo em que se estima a correspondéncia entre as projeccoes dos mesmos
pontos tridimensionais ao longo das imagens; e o passo em que se calcula a estrutura
tridimensional da cena e o movimento da camara.

A estimagao das correspondéncias baseia-se em fluxo éptico de correlacao, i.e.,
estima-se a correspondéncia entre todos os pixzels de um par de imagens através da
minimizacao duma medida de distancia entre as intensidades dos pizels correspon-
dentes. De forma a melhorar e facilitar o processo de correspondéncia entre duas
imagens consecutivas, este processo usa dois algoritmos em sequéncia: primeiro,
estima-se a homografia que melhor descreve o movimento do padrao de intensidade
entre as duas imagens; depois, estima-se o deslocamento dos padroes de intensidade
nas imagens. Ambos os algoritmos usam um processamento iterativo multi-resolugao
denominado coarse-to-fine, em que as imagens sao analisadas em varias resolugoes:
nas resolugoes mais baixas (coarse) é feita uma correspondéncia mais grosseira, que
é melhorada com o detalhe dos niveis de resolucao mais altos (fine).

No segundo passo do algoritmo de SFM sao propostos novos algoritmos que esti-
mam as trajectorias completas de cada ponto a partir de trajectérias incompletas, o
que permite reduzir o problema SFM com informacao desconhecida, de grande com-
plexidade, ao problema bastante mais simples de SFM com informacao completa. Os
algoritmos apresentados estimam a matriz de observacao completa de caracteristica
4 que melhor aproxima a matriz conhecida, mas incompleta, minimizando o fun-
cional que mede a distancia entre as matrizes nas posi¢oes conhecidas. Mostrar-se-a
que a matriz que minimiza este funcional é a matriz de observagao desejada. Estes
algoritmos tomam partido da redundancia nas trajectérias e combinam uma esti-
mativa sub-Optima da matriz de observacao completa, com um de dois algoritmos
iterativos que refinam essa estimativa inicial de forma éptima. A estimativa ini-
cial combina o espaco das linhas com o espacgo das colunas da porgao conhecida da
matriz de observacao para estimar uma matriz completa.

O primeiro algoritmo iterativo é baseado no método Fxpectation-Mazimization
(EM), que tem sido usado com muito sucesso na area do processamento de sinal
[21]. Este algoritmo funciona em dois passos: i) no passo ezpectation estimam-se os
dados desconhecidos a partir da estimativa anterior dos parametros; ii) no passo de
maximization estimam-se os parametros a partir dos dados completos.

O segundo algoritmo iterativo, denominado Row-Column (RC), consiste numa
generalizacdo do power method [11] e inclui a generalizagdo da pseudo-inversa de
Moore-Penrose [11] para o caso em que existe informacao desconhecida. O power
method tem sido muito usado como alternativa & SVD e para calcular aproximagcoes
singulares de matrizes, quando toda a informagcao ¢ conhecida. Este algoritmo fun-
ciona também em dois passos e estima alternadamente o espaco das linhas e o espaco
das colunas da matriz a determinar.
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Uma vez determinadas as trajectérias completas de cada ponto, usa-se o método
de factorizacao de Tomasi e Kanade, com um modelo de projeccao ortografico, para
obter a estrutura tridimensional da cena e o movimento da camara.

1.3 Estrutura 3D a partir de imagens 2D

Nesta sec¢ao reveem-se as estratégias conhecidas para estimar SFM.

Os métodos que recuperam a estrutura tridimensional a partir do movimen-
to detectado em duas ou mais imagens podem ser divididos em véarias catego-
rias, consoante sejam ou nao conhecidas as caracteristicas e o posicionamento das
camaras, e consoante o numero de imagens por cena. Assim, existem métodos de
estereo binocular: para duas imagens obtidas de posi¢oes e angulos conhecidos, com
camaras calibradas [10, 20]; estereo multi-vista: para vérias imagens obtidas de
posigoes e angulos conhecidos, com camaras calibradas [19]; e structure from motion
(SFM): para duas ou mais imagens obtidas de posi¢oes e angulos desconhecidos,
com camaras nao calibradas, onde se obtém também o movimento de translagao e
rotacdo da camara. A designacgao structure from motion surge do facto de se in-
ferir a estrutura tridimensional da cena e o movimento da camara somente a partir
do movimento estimado nas imagens, uma vez que a Unica informacao conhecida
sao as intensidades das imagens duma sequéncia de video. Nesta tese sera apenas
considerado SFM.

Os métodos de SFM podem usar varios mecanismos para inferir a estrutura
tridimensional a partir do movimento estimado entre as imagens. Estes mecanismos
sao: a stereopsis, i.e., o deslocamento lateral de pontos dos objectos nas imagens;
o parallax de movimento, i.e., o diferente movimento dos pontos em relacao a um
ponto de referéncia consoante a sua profundidade [6]; e fenémenos de expansao
(looming) e contracgao devidos a efeitos de perspectiva [32]. A maioria dos métodos
de SFM, em que se incluem os métodos estudados nesta tese, faz uso do mecanismo
de stereopsis descrito acima, uma vez que a geometria deste mecanismo ¢ bem
conhecida e permite obter estimativas de alta qualidade da estrutura tridimensional
da cena e do movimento da camara.

Os métodos de SFM funcionam essencialmente em dois passos distintos: a es-
timacao do movimento na imagem e a obtencao da estrutura tridimensional e do
movimento da camara. Para estimar o movimento na imagem é necessario esti-
mar onde é que os mesmos pontos tridimensionais reais, que pertencem a objectos
tridimensionais, estao projectados bidimensionalmente nas varias imagens obtidas.
Este é o problema da estimacao da correspondéncia entre pontos duma imagem e
os mesmos pontos das imagens seguintes. Conhecendo o movimento de pontos das
imagens, i.e., as suas trajectorias no plano da imagem, o segundo passo consiste em
determinar a estrutura tridimensional e o movimento tridimensional da camara que
melhor descreve a maioria dos movimentos estimados.
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Em geral, os métodos de SEFM podem ser divididos em dois grandes conjuntos de
métodos tendo em conta a forma como é resolvido o problema da correspondéncia:
os primeiros baseiam-se em pontos notérios (features) e os segundos baseiam-se
em fluxo optico. Os métodos baseados em pontos notérios apenas procuram efec-
tuar correspondéncia entre pontos de interesse ou cantos, em principio faceis de
determinar em imagens consecutivas, obtendo-se uma estimativa de alta qualidade
da estrutura tridimensional, apesar de esparca, e principalmente do movimento da
camara [38]. Sabendo com rigor o movimento da camara, usam-se algoritmos de
estereo multi-vista para obter uma estimativa densa, i.e. completa, da estrutura
tridimensional. Os métodos baseados em fluxo 6ptico estimam directamente a es-
trutura tridimensional e o movimento da camara, usando quantidades mensuraveis
em todos os pixels para procurar estimar a correspondéncia entre todos os pizels das
imagens [3, 16]. Os métodos baseados em fluxo éptico podem-se dividir em métodos
baseados em gradiente (differential ou gradient-based), baseados em correlagao (re-
gion based matching ou correlation), baseados em modelos (direct model-based ou
area-based regression), baseados em energia (energy-based methods) e baseados na
fase (phase-based methods) (ver [3], para mais detalhes sobre estes métodos).

Os métodos baseados em pontos notdrios tém varias vantagens face aos métodos
de fluxo 6ptico. Os pontos notoérios exibem uma grande invariancia fotométrica,
i.e., mesmo com grandes mudancas na iluminagao entre duas imagens, os pontos
notérios detectados ainda irdo corresponder ao mesmo ponto 3D. Outras carac-
teristicas como linhas notérias (linhas faceis de corresponder) exibem também uma
grande invariancia geométrica, umas vez que as linhas projectam-se em linhas, sendo
portanto invariantes em transformagcoes projectivas. Nos métodos baseados em fluxo
optico, caso seja usado o pressuposto habitual de que o brilho da projeccao dos mes-
mos pontos 3D é constante, mudangas na iluminacao entre duas podem dar origem a
correspondéncias erradas. Nos métodos de fluxo 6ptico, a formulagao duma fungao
de verosimilhanca nao é directa, sendo dificil modular o ruido na correspondéncia
e, consequentemente, efectuar uma minimizacao global do erro. Do ponto de vista
do custo computacional, os métodos baseados em pontos notorios permitem calcular
estimativas de alta qualidade do movimento da camara com um custo computacional
baixo, por efectuar a correspondéncia de poucos pontos, mas detectados com grande
precisao [38]. O baixo custo computacional permite o processamento de sequéncias
de video com muitas imagens. Se todos os pizels da imagem fossem usados, o cus-
to computacional aumentaria bastante e a solugao seria menos rigorosa, uma vez
que muitos dos pizels usados teriam erro na correspondeéncia, por corresponderem a
zonas pouco texturadas onde a correspondéncia é ambigua.

Por outro lado, os métodos baseados em fluxo dptico tém varias vantagens face
aos métodos baseados em pontos notorios. Enquanto é necessario encontrar pon-
tos distintos e facilmente identificaveis para usar os métodos baseados em pontos
notorios, ¢ apenas necessario que haja alguma textura para que os métodos de
fluxo éptico funcionem correctamente. Os métodos baseados em fluxo éptico cal-
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culam directamente a estimativa da estrutura tridimensional e do movimento da
camara, enquanto os métodos baseados em pontos notérios necessitam de um pos-
processamento de complexidade e ambiguidade semelhantes aos métodos de fluxo
6ptico. A diferenca fundamental prende-se com o uso do movimento conhecido da
camara para deduzir e restringir a area de procura das correspondéncias as linhas
epipolares obtidas. Por outro lado, encontrar as correspondéncias entre as projeccoes
no plano da imagem de pontos notérios tridimensionais, apesar de em principio ser
uma tarefa relativamente simples, ¢ um problema em aberto de grande complexidade
[16].

1.4 Trabalho relacionado

Nesta seccao analisam-se as diferencas entre os métodos propostos nesta tese e as
solucoes existentes na literatura.

O algoritmo iterativo apresentado por Tomasi e Kanade para resolver o problema
das oclusoes [37] ¢ semelhante ao algoritmo que calcula a estimativa inicial neste
método. No entanto, a solugao de [37] é computacionalmente muito mais pesada
do que a que se propde, por requerer um grande numero de calculos de SVD [18].
Foi também proposto um algoritmo iterativo bidireccional em [23], semelhante ao
algoritmo EM usado no método aqui proposto. Por tratar a translagao da camara a
parte e necessitar de efectuar processamento intermédio, nao usufrui da generalidade,
simplicidade e rapidez do algoritmo EM aqui apresentado. O algoritmo RC proposto,
implementa a generalizacao do power method e da pseudo-inversa de Moore-Penrose
para o caso em que existe informacao desconhecida. Este algoritmo é semelhante
ao algoritmo de Wiberg [41] e estd relacionado com o algoritmo usado em [34]
para modular poliedros. A integragao duma boa estimativa inicial com algoritmos
iterativos de refinamento, como aqui se propoe, evita problemas como a propagagao
de ruido (como acontece em [37]) ou a divergéncia de métodos iterativos (como
acontece em [23]).

Todos os métodos referidos acima funcionam em lote, i.e., sé depois de ter sido
recolhida toda a informacao da sequéncia de video se pode resolver o problema
structure from motion. A referéncia [26] propoe um método sequencial em que sdo
calculadas estimativas para a estrutura 3D dos objectos filmados, que vao sendo
refinadas sempre que se recebe uma imagem nova, o que permite processamento em
tempo-real. A referéncia [7] propde uma extensao do algoritmo em [26] que permite
lidar com oclusao e inclusao. Os algoritmos de [26, 7] estimam directamente SFM,
nao resolvendo o problema de estimar a matriz de observacoes completa a partir
de observagoes incompletas, como acontece nos algoritmos propostos nesta tese.
Por esta razao, dao origem a piores estimativas da estrutura 3D do que o método
proposto pois nao tém em conta a rigidez da cena ao longo de todo o video.
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1.5 Contribuicoes

Nesta tese sao propostos algoritmos gerais de estimagao de informacao desconheci-
da em matrizes singulares. Estes transformam o problema SFM com informagao
desconhecida no problema SFM, o que permite usar o método de factorizacao de
Tomasi e Kanade em sequéncias de video longas. Estes algoritmos combinam uma
estimativa inicial sub-6ptima da matriz de observacao completa com um de dois
algoritmos iterativos que refinam essa estimativa inicial. Um dos algoritmos iter-
ativos é um algoritmo FEzpectation-Mazimization (EM). O outro, denominado por
Row-Column (RC), é uma generalizagao do power method.

E introduzido um método novo para estimar homografias baseado em fluxo
optico, com resolucao sub-pizels. Este método baseia-se em correlagao, usando um
procedimento multi-resolucao. E introduzido também um método novo para estimar
a correspondencia densa entre as projecgoes bidimensionais de pontos tridimension-
ais baseado em fluxo 6ptico de correlacao com um procedimento multi-resolucao.

O cédigo destes algoritmos (desenvolvidos em MatLab®) estd disponivel em [49)].
Partes deste trabalho foram publicadas em [12, 13, 14].

1.6 Organizacao da tese

Esta tese esta dividida em duas partes. Na primeira parte, capitulos 2 a 6, faz-se a
descrigao dos métodos desenvolvidos. Na segunda parte, capitulos 7 a 9, faz-se uma
analise experimental dos mesmos e descrevem-se aplicagoes praticas que demonstram
a relevancia das contribuicoes desta tese.

No capitulo 2 descreve-se o novo algoritmo de correspondéncia denso proposto,
baseado em fluxo éptico de correlacao. No capitulo 3 é apresentado o novo algoritmo
de estimagao de homografia, também baseado em fluxo éptico de correlagao. No
capitulo 4 descreve-se o método de factorizacao de Tomasi e Kanade. No capitulo
5 introduz-se o problema structure from motion com informacao desconhecida e
propoe-se o novo algoritmo para calcular uma estimativa sub-6ptima da matriz de
observagao completa. No capitulo 6 derivam-se os dois novos algoritmos iterativos
que calculam, de forma éptima, estimativas da matriz de observacao completa, a
partir de trajectorias incompletas dos pontos.

Na segunda parte, no capitulo 7 é feita uma analise experimental do novo es-
timador de correspondéncia e do novo estimador de homografias. No capitulo 8 é
feita uma analise experimental do método de factorizacao de Tomasi e Kanade e dos
novos algoritmos que estimam informacao desconhecida em matrizes singulares. No
capitulo 9 sao usados os novos algoritmos em duas aplicagoes praticas: a estimagao
de modelos 3D para realidade virtual e a compressao de video, em que se conseguiu
uma taxa de compressao de cerca de 1000.

O capitulo 10 conclui a tese.



Parte 1

Metodologia



Capitulo 2

MAPA DENSO DE
CORRESPONDENCIAS

2.1 Formulacao do problema

Neste capitulo é descrito um novo método para efectuar o passo de correspondéncia
de um algoritmo de SFM, que usa fluxo 6ptico baseado em correlagao.

Quando se fotografa ou filma um cenario tridimensional real, o resultado é uma
ou varias projecgoes bidimensionais dessa realidade no plano da imagem. Ao efec-
tuar a projeccao bidimensional referida, em que se representa informacao tridimen-
sional com apenas duas dimensoes, introduz-se uma ambiguidade que impossibilita
a determinacao das coordenadas tridimensionais exactas dos pontos filmados. De
facto, tal como esta ilustrado na figura 2.1, o ponto tridimensional p, de coorde-
nadas (Z3pp, Yspp, 23pp) N0 sistema de coordenadas da camara e representado na
imagem f nas coordenadas (zap,, Y2pp), podia estar localizado em qualquer ponto
da recta que une a origem do centro focal ao ponto real, uma vez que a sua projecgao
bidimensional seria a mesma.

(T~
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Figura 2.1: Ambiguidade quanto a localizacao de um ponto tridimensional real,
dada a sua projeccao bidimensional.

Conhecendo a projeccao do mesmo ponto tridimensional em pelo menos duas
imagens obtidas com camaras em posicoes conhecidas e de distancia focal, D, con-

10
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hecida, é possivel eliminar a ambiguidade anterior e determinar a localizagao exacta
do ponto tridimensional.

Assim, o primeiro passo para resolver o problema de SFM consiste em deter-
minar as coordenadas das projeccoes dos pontos tridimensionais, tendo como tnica
pista as intensidades das imagens de uma sequéncia de video. Pretende-se, portanto,
encontrar a transformacao C' que faz corresponder todas as coordenadas bidimen-
sionais de uma imagem com a imagem seguinte, tal que ambas as coordenadas sejam
projeccoes no plano da imagem do mesmo ponto tridimensional. Temos, matemati-
camente,

C:[0, #X — 1] x [0, #Y —1] — [0, #X — 1] x [0, #Y — 1]

(2.1)
(@41, yp41) = Clag,yy)

em que #X e #Y representam o numero de pizels das imagens na horizontal e na

vertical, respectivamente. Na figura 2.2, os pontos (zf41,yr41) € (¢, yy) represen-
tam pontos da imagem f + 1 e f da sequéncia de video, respectivamente.

Imagem f Imagem f+1

Figura 2.2: Correspondéncia entre os pontos (xs,yys) € (z 41, Ys+1), através da trans-
formacao C.

2.2 Definicoes

Para determinar a correspondéncia entre os pontos de uma imagem com os pontos
da imagem seguinte, sao assumidos alguns pressupostos, entre os quais o pressuposto
de brilho constante (brightness constancy constraint, na literatura anglo-saxénica).
Este pressuposto, que é o ponto de partida para a maioria dos métodos baseados
em fluxo 6ptico [3], consiste em considerar que a projecgao bidimensional do mesmo
ponto tridimensional tem a mesma intensidade em todas as imagens, o que permite
definir a partida a transformacao C' como a transformacao de que resulta a maior
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semelhanca entre as intensidades dos pontos. Este principio torna-se grosseiro quan-
do a regiao contém transparéncias, reflexdes, sombras ou oclusao. Em casos em que
estes fendmenos ocorrem com maior frequéncia ou um que as imagens sao obtidas a
partir de sensores com respostas cromaticas muito diferentes, justificam-se medidas
de distancia menos dependentes deste pressuposto [16].

Assume-se ainda outro pressuposto comum: a restricdo de continuidade (conti-
nuity constraint), que afirma que os objectos tendem a ser suaves e continuos e que,
portanto, os cenarios em que estes estao inseridos também variam suavemente. Este
pressuposto nao contempla descontinuidades no fluxo éptico resultantes de descon-
tinuidades na cena, mas permite afirmar que as projeccoes dos pontos tridimension-
ais na segunda imagem estao distribuidas localmente de forma muito semelhante a
da imagem original.

Assim, tendo em conta os pressupostos referidos acima, que sao pressupostos
classicos nos métodos de fluxo optico, é possivel considerar que, caso existam duas
regioes de pequena dimensao muito semelhantes nas duas imagens, estas sao pro-
jeccoes das mesmas regioes tridimensionais. Como é habitual nos métodos de fluxo
optico por correlagao, impoe-se que as pequenas regioes das imagens a comparar se-
jam quadradas e de dimensao T'xT', a que se denomina por blocos. Das duas imagens
que se pretende fazer corresponder, a primeira é divida em blocos, pretendendo-se
encontrar o deslocamento d, = (d,,d,), de cada bloco b que minimiza a medida de
distancia dada por

T-1T-1
Dy(dy,dy) =Y > | Tp(awy+iyp+ §) = Tppa(zo + i+ doyyp + 5+ ). (22)
i=0 j=0
Esta medida soma os erros absolutos e mede a distancia entre o bloco b da imagem
f e o bloco b da imagem f + 1, deslocado de dy; z; e y, é 0 canto superior esquerdo
do bloco a correlacionar na imagem f.

A imposicao de que as regides tém um tamanho pré-definido dé origem a um
problema comum nos métodos de fluxo éptico por correlagao: o problema general-
izado da abertura (generalized aperture problem) [3], i.e., a escolha do tamanho dos
blocos. Por um lado, é desejavel que os blocos sejam grandes para que contenham su-
ficiente textura para se conseguir uma boa estimativa da correspondéncia. Por outro
lado, quanto maior for o bloco a corresponder, menos provavel serd o pressuposto
de movimento unico (single motion assumption) dentro do bloco, que advém im-
plicitamente dos dois pressupostos referidos acima. Este pressuposto diz que numa
regiao de andlise existe apenas um movimento, que, no método aqui apresentado, se
supoOe que pode ser aproximado por translagao. Okutomi e Kanade [28] propuseram
um método que ajusta o tamanho dos blocos de forma a minimizar a incerteza nas
estimativas.

A escolha do tamanho dos blocos nos métodos de fluxo éptico levanta um proble-
ma de dificil resolugao e ainda em aberto relacionado com a auséncia de textura. De
facto, para que a medida de distancia apresentada, a soma do médulo das diferencas
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(ver equagao (2.2)), ou outras medidas semelhantes tais como a soma do quadrado
dos erros, funcionem correctamente, é necessario que os blocos a comparar tenham
textura suficiente para que a superficie de erro destas medidas de distancia tenham
um minimo vincado no valor do deslocamento em que as texturas coincidem. Na
realidade, a auséencia de textura nos blocos pode dar origem a estimativas erradas
do deslocamento, uma vez que o pressuposto de brilho constante nao se verifica em
rigor devido as razoes referidas anteriormente tais como alteracoes na iluminacao de
uma imagem para a seguinte, e também devido a distor¢oes devidas a captacao e
digitalizacao das imagens por parte das camaras fotograficas ou maquinas de filmar,
tais como distorcoes geométricas, scattering, blooming, variagoes entre as diferentes
células da camara, clipping ou wrap-around, distor¢ao cromatica e efeitos de quanti-
zagao [32]. A estratégia mais comum para lidar com a auséncia de textura consiste
em interpolar o deslocamento de regioes sem textura a partir do deslocamento de re-
gides com textura em seu redor, fazendo uso do pressuposto de continuidade referida
acima.

2.3 Multi-resolucao

No método de correspondéncia aqui proposto é usada também uma estratégia muito
comum em métodos de correspondéncia baseados em fluxo éptico, denominada
multi-resolucao. Estes métodos processam as imagens a corresponder em varios
niveis de resolucao, da mais pequena para a maior, propagando as estimativas obti-
das em resolugoes inferiores para as resolucao superiores. Este processamento per-
mite algumas vantagens importantes face a um simples processamento das imagens
no seu nivel de resolucao mais detalhado.

Os niveis de resolucao a que se reduzem as imagens sao, por ordem, 64 x 64
(coarse), 128 x 128, 256 x 256 e 512 x 512 (fine). (No método aqui proposto,
as imagens da sequéncia de video sao deformadas para a resolugao mais alta de
512 x 512, de modo a permitir sempre resolucoes inferiores miltiplas de 2, para
facilitar o processamento). Cada pizels das imagens de menor resolucao é dado pela
média de 8 x 8, 4 x4, 2x2 e 1x1 pizels da imagem original, respectivamente. Além
disso, para cada nivel de resolucao, é necessario definir como parametro de entrada
o tamanho do bloco (varidavel T" introduzida equagdo 2.2), que é uma poténcia de 2,
de forma a que toda a imagem seja contemplada.

O procedimento de multi-resolugao tem varias vantagens. Uma vez que o nivel
de detalhe das imagens resultantes ¢ muito baixo, as diferencas entre duas imagens,
resultantes de rotagoes ou até pequenas violagoes dos pressupostos assumidos e de-
scritos acima, sao muito pequenas, o que permite determinar correctamente uma
estimativa grosseira das correspondéncias entre as imagens, que servem de ponto
de partida para as estimativas em niveis de resolucao com maior detalhe. O facto
das imagens terem uma resolucao muito pequena faz com que os blocos sejam al-
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tamente texturizados, o que facilita a obtencao de estimativas iniciais fidveis para
a correspondéncia. Nos niveis de resolugao mais altos, os blocos, que sao sempre
pequenos, vao-se particularizando em zonas cada vez mais especificas da imagem,
onde pode nao haver suficiente textura para haver um minimo pronunciado na su-
perficie de distancia. Além disso, o facto de cada pizels representar 8 x 8 pizels das
imagens originais reduz grandemente (8 x 8 = 64 vezes, no caso do algoritmo aqui
proposto) a drea de procura do minimo da func¢ao de distancia para cada bloco, e,
consequentemente, reduz consideravelmente o esfor¢o computacional.

Nos niveis de maior detalhe, e em particular no nivel de maior detalhe, sao usadas
as estimativas de correlagao grosseiras determinadas no nivel de resolucao anterior
para restringir a area de procura na obtencao de uma estimativa mais fina, tendo
em conta o maior nivel de detalhe na imagem. No entanto, esta estratégia nao
elimina alguns problemas préprios dos altos niveis de resolucao. Se nas imagens de
menor detalhe existe uma grande tolerancia face aos efeitos de perspectiva, rotagoes
ou a pequenas violacoes dos pressupostos admitidos, nos niveis de maior detalhe
esses efeitos (tal como os efeitos devidos a captagao e digitalizagdo, mencionados
anteriormente) ja nao sao desprezados e podem dar origem a estimativas ruidosas
de correspondéncia. Além disso, para imagens com mais detalhe, a quantidade de
blocos com textura suficiente para efectuar uma boa correspondéncia decresce con-
sideravelmente, sendo necessario estimar o deslocamento desses blocos com base em
algum pressuposto (através de interpolagao, por exemplo, como foi referido acima,
que assume o principio de continuidade), o que aumenta o ruido nas estimativas da
correspondéncia. As estimativas grosseiras mas fidveis obtidas nos niveis anteriores
ajudam, no entanto, a restringir o erro.

2.4 Estimacao de correspondéncias

Para cada nivel de resolugao e cada deslocamento, d, = (d,,d,), ¢ calculada a
distancia entre cada bloco b da imagem f e os blocos respectivos na imagem f + 1
deslocados de d; pizels, usando a medida de distancia da equacao 2.2. Para cada
bloco em que a distancia é menor do que um limiar definido para o erro, Th, verifica-
se se esta correspondéncia, a que denominarei ajuste, é boa, i.e., se ¢ um minimo local
prenunciado da distancia entre os blocos. Para verificar se ¢ um minimo prenunciado
da distancia entre os blocos, é necessario calcular a distancia entre o bloco b em
questao da imagem f e os blocos em torno do deslocamento dj, obtendo-se uma
matriz de distancias 3 x 3 tal como a que estd indicada na figura (2.3).

Para que haja um minimo pronunciado da distancia entre blocos, o que passarei a
designar como um bom ajuste, do bloco b no deslocamento dj, = (d, d, ), é necessario
que a distancia para o deslocamento (d, d, ), seja menor do que qualquer distancia
circundante. Para cada nivel de resolucao, o parametro D,,;, refere a diferenca
minima entre Dy(d,,d,) e as outras distancias de forma a que se considere que este
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(dx-1, dy-1)| (dx, dy-1) |(dx+1, dy-1)

(dx-1,dy) [ (dx,dy) | (dx+1, dy)

(dx-1, dy+1)| (dx, dy+1) Kdx+1, dy+1)

Figura 2.3: Matriz de distancias 3 x 3, em torno do deslocamento d, = (dy, dy)s-

deslocamento da origem a um bom ajuste, para o bloco b referido. Uma vez que, para
o mesmo bloco podem haver varios deslocamentos de que resultam bons ajustes, este
método assume o deslocamento de que resulta o ajuste com menor distancia, para
cada bloco.

No nivel de resolugao mais baixo, o método desenvolvido testa os deslocamentos
numa drea de tamanho (2 x varre, + 1) x (2 x varre, + 1), centrada em (0,0).
O método calcula os deslocamentos onde hé bons ajustes e faz uma lista com estes
deslocamentos. No nivel de resolucao acima, este método ira testar os deslocamentos
numa area de tamanho (2 xvarre,+1) x (2 xvarre,+1) centrados nos deslocamentos
estimados no nivel de resolugao anterior (multiplicados por 2, de forma a contabilizar
o aumento da resolugao para o dobro) e construir uma nova lista de deslocamentos
onde houve bons ajustes. Este processo é repetido até ao ultimo nivel de resolucao.
Note-se ainda que os valores de varre, e varre, sao diferentes consoante o nivel de
resolucao, tendo-se definido que sao grandes nos niveis de resolu¢ao mais baixos e
muito pequenos nos niveis de resolucao acima, de modo a serem apenas refinamentos
da estimativa obtida no nivel de resolugao mais baixo. E desejavel que haja apenas
um refinamento da estimativa inicial porque as estimativas obtidas nos niveis de
resolucao mais baixos sao de grande fiabilidade, uma vez que estas imagens tém
muita textura, sao menos sensiveis a efeitos perspectivos, efeitos de rotacao e a
pequenas violagoes dos pressupostos assumidos. Além disso, permitem uma eficicia
muito maior do ponto de vista computacional.

Como foi referido, sé os bons ajustes sao considerados na lista dos deslocamentos
e, em particular, sé nos blocos em que houve um bom ajuste é que se considera que
foi encontrada uma correlagao. Sao excluidos, portanto, os casos em que os blocos
nao tém suficiente textura para se encontrar um minimo vincado. Para que o resul-
tado final seja uma estimativa de correlacao densa e completa, procura-se estimar
o deslocamento dos blocos com fraca textura no nivel de resolu¢ao mais alto. Para
determinar o deslocamento de um bloco com textura fraca, diz-se que o seu deslo-
camento é a média dos deslocamentos dos bons ajustes situados na sua vizinhanca.
Esta estratégia é, portanto, uma aplicagao directa do principio da continuidade e
assume que este bloco tem um deslocamento semelhante ao deslocamento dos bons
ajustes na sua vizinhanca.

E apenas no ultimo nivel de resolucao que se decide qual é o deslocamento de
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cada bloco de uma imagem para a outra e que se detectam oclusoes. Diz-se que
um bloco da imagem original foi ocultado quando a medida de distancia entre esse
bloco e os blocos na imagem final é grande, maior do que Th, considerando-se que
nao é possivel determinar a sua correspondéncia para a imagem seguinte.



Capitulo 3

ESTIMACAO DE
HOMOGRAFIA

3.1 Formulacao do problema

Quando a distancia entre a camara de filmar e a cena é muito maior do que o relevo
tridimensional dos objectos filmados, pode-se considerar como primeira aproximacao
que a cena é aproximada por um plano, donde a relacao entre as imagens é dada
por uma transformagao homografica. Além disso, se ao longo duma sequéncia de
video com objectos tridimensionais o centro 6ptico da camara estiver sempre no
mesmo ponto no espago, a relacao entre as imagens é dada também por uma trans-
formacao homogréfica. Assim, é possivel determinar uma estimativa de primeira
ordem para a correspondéncia entre as duas imagens obtidas de pontos de vista
diferentes estimando a transformacgao homografica entre elas.

A transformacao homografica consiste no mapeamento de uma superficie planar
em outra, em que cada coordenada do segundo plano relaciona-se com as coorde-
nadas do primeiro através da expressao

_ axytbystc
vra(0wp,yp) = g

, (3.1)

drsteyr+f
i+ (0 2 up) = T

em que os 8 parametros a a h nao tém restrigdes (excepto gzs + hyr +1 # 0), e
definem o vector de parametros ¢. Assim, a estimagao da transformacao homografica
entre duas imagens consecutivas consiste em determinar o vector ¢ que minimiza a
distancia

#X #Y

min SO i(xpyp) = Tra(wpn (2, yp)s wpa (G, yp))l, (3:2)

zp=1yp=1
em que [y e [7;; representam as imagens f e f+1, respectivamente, duma sequéncia
de video; e #X e #Y representam o numero de pizels da imagem na coordenada x
e y, respectivamente.

17
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3.2 Alinhamento de duas imagens

O método aqui apresentado para estimar o vector de parametros ¢ da transfor-
macao homografica usa uma estratégia baseada em fluxo éptico, assumindo também
o pressuposto de brilho constante, explicado anteriormente. Usa também uma es-
tratégia de multi-resolugao semelhante a do método de correspondéncia discutido
anteriormente, o que faz com que este método permita lidar com grande facilidade
com imagens com grandes transformagoes perspectivas, como serd discutido mais a
frente. Este estimador comega também por re-amostrar as imagens originais para
que estas tenham resolucao 512 x 512, para permitir resolucoes inferiores multiplas de
2. As resolugao usadas sao crescentes e sao, por ordem, 64 x 64, 128 x 128, 256 x 256
e 512 x 512. Uma vez que o vector ¢ a estimar é constituido por 8 parametros
e a correspondéncia de cada ponto contribui com duas equagoes, tal como se vé a
partir da equagao (3.1), basta estimar a correspondéncia de um nimero minimo de
4 pontos representativos. Os métodos baseados em fluxo éptico minimizam directa-
mente a equagao (3.2), o que é computacionalmente muito pesado [22]. O método
aqui proposto divide as imagens em quatro blocos e estima o seu movimento para a
imagem seguinte, melhorando as estimativas em cada iteracao.

Assim, no nivel de resolucao mais baixo, a primeira imagem a corresponder, f, é
dividida em quatro blocos com 1/4 do tamanho da imagem total, tendo metade do
tamanho em cada direcgao (portanto, com dimensao 32 x 32 no nivel de resolugao
mais baixo), localizados nos cantos da imagem. Para cada um dos blocos b (b €
[1..4]), determina-se o deslocamento d;, de que resulta o minimo duma funcdo de
distancia tal como a soma do erro absoluto (definida de forma semelhante a da
equagao (2.2)) ou a soma do quadrado das diferengas. A partir dos deslocamentos
estimados para os 4 blocos, é possivel calcular uma estimativa para o vector de
parametros ¢ que permita transformar a imagem f + 1 de forma a aproxima-la
a imagem f, considerando o ponto central de cada bloco como a sua coordenada
representativa. De facto, a partir da equacao (3.1), obtém-se, na forma matricial,

Ty Yy 1 0 0 0 —Tf1Tf —:Cf+1yf:|
0 0 0 zp yp 1 —yrpzy —yrays

- [ vo } = (33

SQ w0 Q0 o

<~ ‘P¢:pb7

para cada bloco, b, para b € [1..4]. As equagdes obtidas para os 4 blocos permitem
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obter o vector de parametros ¢, através de

-1

v,y P
Wy D2
= ) , 3.4
) v, . (3.4)
Wy D4

em que a matriz a inverter é sempre nao singular, uma vez que as posicoes centrais
dos blocos nao estao dispostas sobre uma linha, condigao em que nao é possivel
extrair qualquer informacao acerca da homografia. Essa situacao nao ocorre no caso
em questao porque os blocos estao localizados nos cantos da imagem.

Uma vez que se pretende aproximar a imagem f+ 1 a imagem f, as coordenadas
Tyi1 € Yry1 da equagdo (3.4) tém sempre o valor central de cada bloco b na sua
posigao original (por exemplo, para a resolugao 512 x 512, os valores de (241, ys+1)
seriam {(128,128), (128,384), (384, 128), (384,384)}) e as coordenadas z s e y; sdo as
respectivas coordenadas xf1; e y¢41 somadas dos deslocamentos estimados no passo
de correspondéncia deste método. Desta forma, transformam-se as coordenadas s
e Y5 nas coordenadas x, e yry1 respectivas.

Uma vez determinada uma estimativa para o primeiro vector de parametros
globais, ¢g, que é igual ao primeiro valor de ¢ estimado, é feita uma homografia
na segunda imagem a correlacionar, f 4+ 1, com a estimativa mais recente do vector
de parametros, de modo a aproximé-la a primeira imagem, f, e possibilitar uma
melhor estimativa do deslocamento dos 4 blocos do método em iteragoes seguintes.
De facto, se a estimativa de ¢g fosse a ideal, a imagem f + 1 apds a homografia
seria igual & imagem f nos pontos conhecidos. Apds a transformagao da segunda
imagem a correlacionar, f+1, com o vector de parametros ¢(;_1) ¢ repetida a divisao
da imagem f em 4 blocos; repetida a estimacao dos deslocamentos dos blocos da
imagem f para a imagem f + 1; e repetida a estimacao de um novo vector de
parametros ¢ entre a homografia da imagem f + 1 transformada com o vector de
parametros ¢_1), e a imagem f. Para estimar o vector de parametros total na
iteragao ¢ deste método, ¢(y), a partir do vector total na iteragao anterior, ¢;_1), e a
nova estimativa de ¢, basta usar a equagao da transformacao homografica em forma
matricial, usando coordenadas homogéneas [42],

a; b ¢ a b c a—1 b1
di fi fi|=|d f f di-1 fi1 fio1 |- (3.5)
g hy 1 g h 1 G—1 - 1

Aplicando novamente uma transformagao homogréfica na imagem f + 1 original
com a nova estimativa do vector de parametros da homografia, ¢, obtém-se uma
imagem ainda mais proxima da imagem f, repetindo-se o processo referido acima
até que o deslocamento dos blocos entre a imagem f + 1 transformada e a imagem
f seja aproximadamente nulo. Nesse momento passa-se para o nivel de resolugao
acima, onde se repete o mesmo processo, tendo como ponto de partida, ¢(), a melhor
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estimativa deste vector obtida no nivel de resolucao anterior, até chegar ao ultimo
nivel de resolucao, onde o detalhe da imagem permite obter um vector ¢;) final com
grande precisao.

Tal como no capitulo anterior, o uso duma estratégia multi-resolugao tem varias
vantagens face ao uso de uma resolucao unica. A correlacao efectuada em baixa res-
olucao ¢é bastante insensivel as diferencas resultantes de transformagcoes perspectivas,
rotacoes ou até pequenas violacoes dos pressupostos assumidos, o que permite deter-
minar uma boa estimativa das correspondéncias entre os quatro blocos da imagens
mesmo quando estas sao bastante diferentes. Este facto é especialmente importante
na primeira correspondéncia do primeiro nivel de resolugao, em que nao existe nen-
huma estimativa da homografia entre as imagens e estas sao, em geral, bastante
diferentes. No método de correspondéncia descrito no capitulo anterior, o facto das
imagens terem uma resolugao muito pequena também ¢é importante porque os blocos
sao altamente texturizadas, o que evita a existéncia de superficies de erro sem um
minimo vincado. Neste estimador de homografia, uma vez que os blocos sao sempre
1/4 da imagem, qualquer que seja o nivel de resolucao, a textura que estes contém
¢ sempre a mesma e em grandes quantidades, nao havendo, portanto e em geral, o
problema de nao se encontrar um minimo vincado na superficie de distancia entre
o bloco original da imagem f + 1 transformada e os blocos em torno da sua posi¢ao
original, na imagem f. Além disso, tal como no estimador de correspondéncias
descrito no capitulo anterior, o uso de uma estratégia multi-resolucao aumenta con-
sideravelmente a eficiéncia computacional, uma vez que o deslocamento dos blocos
de que resulta a melhor correlacao sé é grande, em geral, nas primeiras correlagoes
do nivel de resolugao mais baixo, quando ainda nao ha uma estimativa de ¢ muito
préoxima do resultado ideal. Para os niveis de resolucao mais altos, a area de procura

do minimo da distancia é muito pequena pois esta bastante préxima do resultado
ideal.

3.3 Precisao sub-pizels

Uma vez que as imagens estao discretizadas no espaco, tendo uma resolucgao finita,
os pizels de uma imagem f nao se deslocam exactamente para as posicoes corre-
spondentes aos pizels da imagem seguinte, f 4+ 1, mas deslocam-se, em rigor, para
posigoes entre os pizels. Isto faz com que a intensidade de cada pizels da imagem f
esteja distribuida pelos pizels em torno da posi¢ao para onde cada pizels se desloca,
na imagem a correlacionar f+41. Os métodos de fluxo éptico com precisao sub-pizels
estimam o deslocamento real de cada pizels da imagem f para a imagem f + 1.

O método de estimacao de homografia aqui apresentado permite implementar
com grande naturalidade uma estratégia de resolugao sub-pizels. Como é descrito
acima, este método estima o vector de parametros da transformacao homografica
determinando a melhor correspondéncia entre 4 blocos da imagem original f e a
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imagem f + 1. Apos ter sido estimado o deslocamento de cada bloco da imagem f
para a imagem f + 1 transformada, consideram-se também os valores da distancia
em torno da posicao de distancia minima, obtendo-se uma matriz 3 x 3 para cada
bloco. A partir da matriz 3 x 3 estimada é possivel interpolar o deslocamento
aproximado de cada bloco e, consequentemente, o vector de parametros aprorimado
para a transformacao homogréfica.

3.4 Comparagao com outras abordagens

Nesta seccao é feita uma comparacao entre a estratégia adoptada no estimador de
homografias aqui apresentado e os estimadores de homografia existentes. Em geral,
para obter os oito parametros que compoem a transformagao projectiva é necessario
obter pelo menos quatro pontos representativos da transformacao. Caso sejam us-
ados mais do que quatro pontos procura-se encontrar a transformacao que melhor
adapta a maioria dos dados estimados. Para o efeito é necessario combinar um
método de eliminacao de outliers, i.e., de dados que nao respeitam a transformacao
imposta pela maioria dos dados, tal como o algoritmo RANSAC, com métodos de
minimizagao do erro, como o método dos minimos quadrados.

Também nos estimadores de homografia existem dois grandes conjuntos de métodos
de estimacao dos pontos referidos: os que se baseiam no uso de pontos notérios e os
de fluxo éptico [16]. As vantagens e desvantagens de uma abordagem face a outra
sao semelhante as do caso em que se considera que a cena filmada é tridimensional.
Os métodos baseados em pontos notorios tém de encontrar pontos distintos e faceis
de determinar a correspondéncia, nao sendo usada informacao acerca do contexto de
cada um desses pontos, que tem grande utilidade no aumento da eficdcia do proces-
so de correspondéncia. Os métodos baseados em fluxo dptico apenas necessitam de
alguma textura para efectuar uma boa correspondéncia. No entanto, o que pode ser
a principal desvantagem do uso de pontos notérios, que ¢é a dificuldade de encontrar
bons pontos notorios, pode tornar-se numa grande vantagem quando a textura da
imagem desrespeita as aproximacoes iniciais de um algoritmo que procura estimar
a homografia. Por exemplo, para efectuar a correspondéncia entre duas imagens
consecutivas duma sequéncia de video em que se supoe que os objectos filmados sao
rigidos e estao dispostos sobre um plano, a presenca de arvores a ondular ao vento,
pessoas, etc, pode ser facilmente ignorado num sistema de pontos notérios (sendo
considerados como outliers). Num sistema de fluxo éptico, este tipo de aconteci-
mentos pode introduzir erro em toda a estimacao ou pode dificultar o processo de
eliminacao de outliers. No entanto, a grande quantidade de textura que estd presente
nas imagens, que ¢é ignorada pelos métodos baseados em pontos notoérios, € a grande
vantagem dos métodos de fluxo Optico, especialmente no caso da homografia, em
que a imagem ¢ modulada com poucos parametros, podendo-se obté-los com grande
rigor, se as imagens respeitarem o modelo assumido.
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A maioria dos métodos de fluxo éptico que estimam a transformacao homografica
dividem as imagens em blocos e usam o deslocamento de todos os blocos na equagao
(3.4) acima para estimar os oito parametros necessarios. Esta abordagem d4 origem
a resultados bastante inferiores aos do algoritmo aqui apresentado. Como foi vis-
to no capitulo anterior, a divisao da imagem em blocos de pequena dimensao faz
com que muitos deles nao tenham textura suficiente para se estimar correctamente
o deslocamento, o que introduz ruido na estimacao dos parametros. Além disso,
o uso de medidas de distancia que assumem que o movimento dos blocos pode ser
aproximado por translacao pode dar origem a estimativas incorrectas dos seus deslo-
camentos, o que também introduz ruido. Estes problemas nao surgem no algoritmo
aqui proposto porque, além dos blocos terem sempre 1/4 do tamanho da imagem,
havendo sempre textura suficiente para se determinar uma boa estimativa do deslo-
camento, a transformagao que é aplicada na segunda imagem a corresponder, f + 1,
faz com que os blocos a corresponder estejam muito proximos de uma imagem para a
imagem seguinte. Além disso, este algoritmo tem também a vantagem de ser muito
simples e de nao necessitar de qualquer algoritmo de eliminacao de outliers.

3.5 Alinhamento de varias imagens

Na seccao 3.2 descreve-se um método que permite estimar o vector de parametros
¢ da homografia que mapeia a imagem f + 1 na imagem f. Embora o alinhamento
entre duas imagens seja suficiente para o problema particular de SFM, em que se
pretende efectuar uma estimacao de primeira ordem da correspondéncia entre duas
imagens, existem outras aplicacoes em que é necessario estimar o alinhamento entre
um conjunto de varias imagens duma sequéncia de video. Assim, para estimar o
vector ¢(r) que efectua a transformacao homografica da imagem f para o plano da
imagem 1, basta compor ¢(;_1) com a transformacao ¢ entre as imagens f —1 e f,
usando a equagao (3.5).

No entanto, a experiéncia mostrou que, apés algumas imagens da sequéncia de
video, as transformacoes homograficas acumuladas dao origem a vectores ¢y com
valores bastante elevados, que criam problemas de precisao, como sera visto. Uma
vez que os vectores ¢ estimados entre duas imagens contém algum erro (apesar de
usarem a estratégia de precisao sub-pizels referida na secgao 3.3), a composicao deste
vector com um vector ¢y, com valores elevados, faz com que os pequenos erros do
vector ¢ se transformem em erros muito grandes de que resultam transformacoes
homogréficas defeituosas. Esta situagao existe em todos os métodos que compoem
as estimacoes entre pares de imagens, criando uma estimacgao cada vez mais defi-
ciente das transformacoes homograficas ao longo duma sequéncia de video, o que
impossibilita o uso de sequéncias de video longas.

De forma a ultrapassar este problema, é feita uma alteracao ao estimador de ho-
mografias aqui proposto. Como foi visto na secgao 3.2, o vector de parametros ¢ da
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homografia entre a imagem f e f+1 é determinado mantendo a imagem f constante
e transformando continuamente a imagem f + 1 com estimativas de ¢, de forma a
aproxima-la de f, nas posicoes conhecidas. A alteracao efectuada a este algoritmo
consiste em afectar a imagem f da estimativa global ¢ e procurar directamente
a transformacao homografica ¢(;41) que aproxima a imagem f + 1, transformada
com uma estimativa de ¢(y41), da imagem f, transformada com o vector ¢(y). Esta
alteragao no algoritmo introduz um mecanismo de feedback em que se estima direc-
tamente o vector ¢(;41) que melhor aproxima a imagem f transformada com com o
vector ¢(y), no resultado global final.

No entanto, a alteracao efectuada introduz outro problema. Quando a trans-
formacao aplicada a imagem f a deforma muito, a estimagao do vector ¢(si1) €
dificultada face ao caso em que as imagens estao pouco modificadas. Para garantir
a convergencia do estimador e acelerar o processo de estimagao é calculada uma
estimativa inicial do vector ¢(y11y. Assim, comeca-se por determinar o vector ¢ que
define a homografia entre a imagem f e a imagem f+ 1 (da forma definida na seccao
3.2) e diz-se que a primeira estimativa para ¢;11) é dada pela composi¢ao do vector
&(p) com o vector ¢, através da equacao (3.5). Uma vez que esta estimativa inicial
estd, em teoria, bastante préxima do resultado final, espera-se uma convergéncia
facil e rdpida do vector ¢ si1).



Capitulo 4

ESTRUTURA 3D A PARTIR DE
VIDEO USANDO
FACTORIZACAO MATRICIAL

4.1 Formulacao do problema

Neste tese serd usado o método de factorizagao matricial introduzido por Tomasi e
Kanade [37]. Este método, descrito em detalhe neste capitulo, ndo consegue lidar
com oclusao e inclusao, o que compromete a sua utilizacao na pratica dada a fre-
quéncia com que se dao estes fenémenos. Nos capitulos 5 e 6 é proposto um conjunto
de novos algoritmos que permitem estimar as trajectérias completas a partir da in-
formacao conhecida, i.e., a partir das trajectorias incompletas, o que possibilita o
uso pratico e praticamente livre de restricoes do método de factorizacao de Tomasi
e Kanade.

No método de factorizacao de Tomasi e Kanade [37], a localiza¢ao de P pontos se-
leccionados e seguidos ao longo de F' imagens da sequéncia de video, {(xfp,yfp)|f =
1,...F,p=1,.., P}, é armazenada numa matriz denominada por matriz de obser-
vacao nao-registada, W. A designacao ndo-registada indica que a matriz de ob-
servacao nao estd normalizada de forma a que o centro de coordenadas dos pontos
armazenados seja o ponto (z,y) = (0,0).

Assim, define-se a matriz de observacao nao-registada W, de dimensao 2F x P,
através de

w3, o

em que X ¢ uma matriz F' X P que contém as coordenadas horizontais de cada
ponto em cada imagem, xf,, com uma linha por imagem e uma coluna por ponto.
A matriz Y é definida de forma semelhante a X, mas contendo as coordenadas
verticais de cada ponto e em cada imagem, yy,,.

A restricao de que a estrutura tridimensional dos objectos que sao filmados é
estatica e que, portanto, o movimento na imagem ¢ apenas devido ao movimento da

24
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camara, faz com que a projec¢ao no plano da imagem dos pontos do espaco apenas
possua movimento de rotacao, translacao e perspectiva na imagem. Assim, fixando
o centro de coordenadas do objecto no centrdide dos pontos, é possivel relaciona-
lo com o centro de coordenadas da camara de filmar em qualquer instante f, Sy,

através de
ST = R3DfST + T3Df.€p, (4.2)

em que R3py é uma matriz de rotagao 3 x 3, S ¢ a matriz de forma [37] P x 3 que
indica as coordenadas dos pontos em relacao ao centro de coordenadas do objecto;
Tsps = [tustyst.y]? representa a diferenga, distribuida por cada ponto, entre a
localizacao do centro de coordenadas dos pontos e o centro de coordenadas da camara
-a translacgdo-; e ep = [1 1...1] é um vector com P uns. Assim, a relagao entre as
projeccoes bidimensionais no plano da imagem dos pontos, W, e as respectivas
coordenadas tridimensionais em relagao ao centro de coordenadas do objecto é, para
cada imagem f, dada por

Wf = F(RngST+T3Df.€p), (43)

em que F'(.) representa o modelo de projecgao.
A figura 4.1 representa o modelo de projeccao em perspectiva, semelhante a
realidade, considerando que a camara é descrita pelo modelo pin-hole.
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Figura 4.1: Modelo de projeccao perspectivo.
Analisando a figura 4.1, verifica-se que a equacao que rege este modelo é dada, para
cada ponto, por

D

Z3Dfp

1
) -(xSDfpv y3Dfp)7 (4-4)

\T3Dfp; Y3D =~
)( 9> Y3Dfp) NG

wyp = (Tanp: Y2nfp) = (
em que D representa a distancia focal; x3pfp, Yspfp € 23pfp representam as coorde-
nadas do ponto no espago tridimensional no sistema de coordenadas da camara; e
Afp representa a profundidade de projeccdo, tal como definida em [36]. O modelo
de projeccao ortogonal assumido em [37] e neste trabalho obtém-se de (4.4) con-
siderando que a distancia ao objecto é muito maior do que a distancia focal, D, o
que torna Ay, aproximadamente constante, o que faz com que wg, < (z3pf, Yspys),
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aproximadamente. Assim, a excepcao de uma constante multiplicativa, a equagao
(4.4) reduz-se a

Wf = RfST + Tf.ep, (45)
em que Ry = [;—’;} e Ty sao as duas primeiras linhas de R3ps e T'spy, respectiva-
mente. O modelo de projeccao ortogonal permite simplificar bastante o problema
SFM ao considerar-se que Ay, ¢ aproximadamente constante, o que elimina a nao-
linearidade neste problema, facilitando grandemente a obtencao de uma solucao.
Como consequeéncia, nao é possivel determinar a translacao da camara ao longo do
eixo dos zz e os movimentos na imagem que advém de efeitos de perspectiva tais
como zoom ins, zoom outs e distor¢oes dos objectos, introduzem erro na estimacao
das matrizes de rotacao e de forma.

4.2 Estimacao da translacao: registo das obser-
vacgoes

Definindo as matrizes R e T' de acordo com

(5 251
ip 129
R = : T = , (4.6)
Wil tyl
L jF _ L tyF _

em que R é denominada a matriz de rotagao [37], é possivel relacionar a matriz de
observacao, W, com a matriz de rotacao, R, a matriz de forma, S, e a matriz de
translagao, T', da camara, obtendo-se a equagao (4.7), fundamental no método de
factorizacao de Tomasi e Kanade:

(4.7)

T
W = RS" + T.e, = [R|T] {S}

€p
Como o centro de coordenadas do objecto filmado esta no seu centréide, a soma dos
valores das linhas de RS é zero. Este facto faz com que a diferenca entre o centro

de coordenadas do objecto e o centro de coordenadas da camara, PT', seja dado
pela soma das linhas de W, donde se deduz que T se obtém de

wij,i € [1,2F]. (4.8)

IIM“U

Subtraindo este vector coluna a cada coluna de W, tal como esta descrito na equagao
(4.9), obtém-se a matriz de observacao registada, i.e., uma matriz de observagao
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em que o centro das coordenadas da projeccao dos pontos armazenados é o ponto

(2,) = (0,0), N
W =W —T.e,=RS", (4.9)

que, por ser o produto de uma matriz 2F x 3 por uma matriz 3 X F' tem, no
maximo, caracteristica 3 no caso em que nao existe ruido [37]. Assim, da equagdo
(4.7) deduz-se que, caso nao haja ruido, a matriz de observac¢ao nao-registada, W,
tem no maximo caracteristica 4.

4.3 Decomposicao

A solugao de maxima verosimilhanca (ML) da equagao 4.9 da origem ao problema
de minimizagao

min [|W — RST ||, 4.10
R,S“ | (4.10)

em que se pretende encontrar as matrizes de rotacao e forma, R e S respectivamente,
cujo produto melhor aproxima a matriz W. ||.||» representa a norma de Frobenius.

Usando a decomposigao em valores singulares (SVD) para caracteristica 3 na
matriz ﬁv/, obtém-se trés matrizes, U, ¥ e V, que apenas contabilizam os trés
primeiros valores singulares de W. As matrizes U e V sio matrizes ortogonais,
2F x 3 e P x 3 respectivamente, e 3 é uma matriz diagonal nao negativa 3 x 3, tal
que wW=UxV"T. | possivel obter as matrizes R e S a partir de

ap | tm
aj |ty
ain | ta2
R=USV’N=AN-=| a2 | tp | N,
S (4.11)
air | ter
ajp | tyr

S=VEVAN,

em que a;; e ajr definem vectores de rotagao nao normalizados e IN é uma matriz
de normalizacao a determinar que faz uso das restricoes da matriz R de modo a
recuperar o espaco de movimento. Essas restricoes sao a norma unitaria de cada
vector de rotacao de R e a ortogonalidade entre os vectores de rotacao de cada
imagem.

Considerando que os valores singulares que nao os trés maiores apenas se de-
vem ao ruido, o que é verdade se a correspondéncia dos pontos foi razoavelmente
estimada, o facto de serem desprezados faz com que as matrizes R e S obtidas das
matrizes resultantes do célculo da SVD minimizem (4.10) mesmo na presenga de
ruido [37].
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Aquilo que tem sido o grande problema do método de factorizacao de Tomasi e
Kanade, que é o facto de este nao suportar oclusao, surge essencialmente no calculo
da SVD. Quando existe oclusao, nao sao conhecidas as trajectérias completas de
cada ponto, havendo posicoes na matriz de observacao W que nao sao conhecidos.
Este facto faz com que nao seja possivel calcular a matriz de observacao registada,
I//‘\/, (este problema pode ser ultrapassado formulando o problema SFM de forma a
nao ser necessario calcular a matriz de observacao registada para o resolver, como
serd visto no capitulo 5) e nao seja possivel calcular a SVD, pois esta requer que a
matriz seja completa. Nos capitulos 5 e 6 propde-se um conjunto de novos métodos
para estimar a matriz de observacao completa a partir das trajectorias conhecidas,
o que permite calcular a SVD e, portanto, usar o método de factorizacao de Tomasi

e Kanade.

4.4 Normalizacao

Para estimar a matriz de normalizacao, IN, é necessario ter em conta as restrigoes
impostas pela matriz de rotagao, descritas por

it =1 aifNN;agc =1
jf]? =1 — CLijN a]Tf =1 . (412)
igjf =0 a;fNN"al, =0

Definindo a matriz simétrica 3 x 3 [26] de acordo com

Lol I3
L=NN"=|1 I I |, (4.13)
ls 5 s

o sistema (4.12) pode ser reescrito como

G.l=c, (4.14)
em que as matrizes G, [ e ¢ sao
i g(az‘haz‘l) i [ 1]
9(%’F7 aiF) 1
g(aj1> Cle) ll 1 [albl a1b2 -+ CLle
G = : = : ,C= © ] ,9(a,b) = aibs + ashy azby ,
g(a;r,a;r) lg 1 azbs + asbs azbs]
9(@11, ajl) 0
| g(air, ajp) | | 0 ]

(4.15)
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que é resolvido usando uma solucao de minimos quadrados que faz uso da pseudoin-
versa de Moore-Penrose [24]:

= (G"G)'G"e. (4.16)

O vector [ determina a matriz L através da equagao (4.13), donde, por decomposicao
em valores préprios, se pode obter a matriz N (L = UXVT — N = UXY?).
Conhecendo a matriz de normalizacao N, é possivel determinar a matriz de rotacao
e a matriz de forma, através da equagao (4.11) acima.

Uma vez estimado o vector T relacionado com a diferenca entre o centro dos
sistemas de coordenadas da camara e do objecto, a matriz de rotacao, R, e a matriz
de forma, S, esta resolvido o problema structure from motion, de acordo com a
formulagao, na equacao (4.7). Uma vez que, na pratica, ha defeitos no seguimento
dos pontos, é desejavel que haja o maior nimero possivel de pontos e de imagens
na sequéncia de video, uma vez que a solucao é obtida com base em métodos de
minimos quadrados, que tém maior imunidade ao ruido quando existe mais infor-
macao disponivel, como serd visto no capitulo experimental que aborda este método,
na segunda parte desta tese.

A referéncia [1] propoe um algoritmo que factoriza uma matriz de caracteristica 1,
em vez da factorizacao de caracteristica 3 usada no método de Tomasi e Kanade, o
que permite resolver o problema SFM com um custo computacional menor. Quando
se pretende estimar um modelo tridimensional denso, o custo computacional torna-
se num factor especialmente relevante, uma vez que a matriz de observacao ¢é de
grandes dimensoes.



Capitulo 5

FACTORIZACAO COM
INFORMAGAO
DESCONHECIDA

5.1 Formulacao do problema

Ao longo duma sequéncia de video, existem bocados da estrutura tridimensional da
cena filmada que aparecem numas imagens mas nao aparecem noutras, devido a
oclusao. Assim, as trajectérias dos pontos sé sao conhecidas enquanto estes apare-
cem na imagem, sendo incompletas caso estes nao aparecam em toda a sequéncia de
video. Este facto faz com que, em casos praticos em que existe oclusao, nao sejam
conhecidos todos os valores da matriz de observacao do método de factorizagao de
Tomasi e Kanade, W, o que impede o calculo da matriz de observacao registada,
I//‘v/, e em particular impede o cdlculo da SVD, como foi visto no capitulo anterior.
Este facto faz com que, em casos praticos em que existe oclusao, nao seja possivel
usar o método de factorizacao de Tomasi e Kanade, descrito no capitulo anterior.
Neste capitulo e no seguinte sao apresentados novos algoritmos que permitem
estimar a matriz de observacao completa a partir da informacao conhecida desta
matriz, o que permite usar o método de factorizagao mesmo na presenca de oclusao.
A generalidade destes algoritmos tornam-nos também adequados para recuperar
informagao desconhecida em matrizes singulares com uma caracteristica qualquer.
No método de factorizagao de Tomasi e Kanade, descrito no capitulo anterior,
foi visto que a matriz de observacao nao-registada, W, é dada por
ST
W = RS + T.e, = [R|T] [—1 = R,ST, (5.1)
p
em que R, contém a matriz de rotagao R e a matriz T relacionada com a translagao,
e Sy contém a matriz de forma S e um vector linha e = [11...1]" com P uns. O
produto RST tem caracteristica 3 uma vez que as matrizes R e S tém 3 colunas
independentes [37]. Uma vez que as matrizes Ry e S, tém 4 colunas independentes, o
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produto R4SZ tem caracteristica 4, o que implica que a matriz W tem caracteristica
4, na ausencia de ruido.

O novo método aqui proposto para estimar a informagao desconhecida na matriz,
faz uso de trés algoritmos que tém como funcao determinar a estimativa de maxima
verosimilhanga, W. Esta estimativa é a que resulta da minimizagao

min [|(W = W) © M|r, (5.2)
1%'4

em que W é uma matriz sem pontos desconhecidos com as mesmas dimensoes de
W, 2F x P, e de caracteristica 4, que melhor aproxima a matriz W nos pontos
conhecidos; M ¢ uma matriz de mascara de dimensao 2/’ x P em que m;; = 1 se
o elemento w;; for conhecido e m;; = 0 caso contrario; e ® representa o produto
ponto-a-ponto, também conhecido como produto de Hadamard.

O primeiro algoritmo do novo método aqui proposto calcula, duma forma efi-
ciente, uma estimativa inicial sub-6ptima da matriz W. Se a matriz W nio tiver
ruido, esta estimativa retorna imediatamente a matriz W ideal. Os restantes dois
algoritmos sao algoritmos iterativos éptimos, com um modo de funcionamento com-
plementar, que convergem para w apdés uma inicializacao adequada. O primeiro
destes métodos iterativos é um algoritmo de FEzpectation-Maximization (EM) e o
segundo, denominado Row-Column, generaliza o power method para o caso em que
existe informacao desconhecida e inclui a generalizacao do método dos minimos
quadrados para o caso em que ha informacao que nao é conhecida. Assim, o método
total que permite estimar a matriz w que melhor aproxima W nos pontos conheci-
dos, para o caso geral em que as trajectérias dos pontos foram estimadas com algum
erro, consiste em calcular uma estimativa inicial sub-éptima de ﬁ\ﬂ seguido de um
dos dois algoritmos iterativos, que refinam a estimativa inicial de forma 6ptima. Os
algoritmos iterativos podem ser usados independentemente, desde que sejam cor-
rectamente inicializados. O algoritmo que calcula a estimativa inicial é descrito em
seguida, e os algoritmos iterativos sao descritos no capitulo seguinte.

5.2 Estimativa inicial

Uma vez que as coordenadas zx e yy de um ponto sofrem oclusao ou inclusao ao
mesmo tempo, é conveniente agrega-las, para aumentar a eficacia do algoritmo que
calcula a estimativa inicial. Assim, definem-se as matrizes W, R e T de forma
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equivalente a anterior, através de

Ty ... Tip i 21
Yy .- Yip J1 by
21 ... X9p iz t:cQ
W=| Y1 .. wr | R=|J2 |, T=| ty |, (5.3)
TF1 ... TFp ip tor
| Yyr1 . YFP | | JF ] | tyr

mantendo-se valida a relagao (5.1), que redefine a matriz Ry.

5.2.1 Tlustracao para um caso simples

Considerando inicialmente, para facilitar a compreensao do algoritmo total, o caso
mais simples em que todos os pontos estao presentes nas primeiras n/2 imagens (n
é o niimero de linhas conhecidas) e m pontos estao presentes em todas as imagens, a
matriz de observacao W pode ser representada da forma representada na figura 5.1,
em que a zona escura representa os elementos conhecidos e a zona branca representa
os elementos desconhecidos. Uma vez que esta matriz tem elementos que nao sao
conhecidos, nao ¢ possivel aplicar a decomposi¢ao em valores singulares.

W= -

We, Wd

Figura 5.1: Tlustracao da matriz W simplificada com informacgao desconhecida.
Aplicando a SVD de caracteristica 4 (i.e., estimando os primeiros 4 vectores e

valores singulares) a matriz W, dada por

W,
W,

U,
} - Uaczacvzc - [F] Zacvgm (54)

Wac:[

obtém-se, entre outras, uma matriz U ,. de dimensao 2F x4, que pode ser relacionada
com o movimento de rotagao e translacao da camara, Ry, através da relacao

R4 - UacN> (55)

em que IN é uma matriz de normalizacao (esta matriz IN nao é a matriz de nor-
malizacao do método de factorizacao de Tomasi e Kanade, apesar de partilharem a
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designagao). A matriz U, corresponde as primeiras n linhas da matriz U,.. Assim,
a primeira restricao deste método é a de que o niimero de pontos com a trajectéria
totalmente conhecidas (i.e., o niimero de colunas totalmente conhecidas), m, seja
maior ou igual a caracteristica da matriz do problema, neste caso 4, de modo que a
matriz U,. tenha dimensao 2F x 4. Definindo R,4 como as primeiras n linhas de
R,, é vélida a relagao

W = [Wo|W,] = RuS] = (U,N)(N'V.)=U, V], (5.6)

em que ST =N _1VaTb. Uma vez que as matrizes W, e U, sao conhecidas, basta
aplicar a pseudoinversa de Moore-Penrose para determinar a matriz P x 4, V b,

através de
1

Va=W_LU,(UIU,) ", (5.7)

0 que impoe a restricao de que tem de haver pelo menos um nimero de linhas

conhecidas maior ou igual a caracteristica da matriz. Neste caso n > 4, i.e., todos

os pontos tém de aparecer em pelo menos duas imagens, o que esta de acordo com o

problema SFM. Assim, a primeira estimativa da matriz W, ‘//[\7, é calculada através
de

W =R,S]| = (UaeN) (N_IVZI)) = UacV:fba (5.8)

que, caso nao haja ruido, é imediatamente a matriz que melhor aproxima W. Como
o calculo da cada uma das matrizes U ,. e V', nao faz uso de toda a informagao con-
hecida, este algoritmo, apesar de retornar estimativas bastante proximas da matriz
W ideal (por ser baseado numa estratégia de minimos quadrados, que tem como
resultado a filtragem do ruido, como serd visto mais adiante), nao é éptimo, pelo
que tera de ser complementado com um dos algoritmos iterativos que sao descritos
em detalhe no capitulo seguinte, para o caso geral em que W tem ruido.

5.2.2 Solugao geral para o caso tipico

No caso mais simples, em que a informagcao conhecida da matriz tem a forma ilustra-
da na figura 5.1, s6 é executado um tnico célculo da decomposicao em valores singu-
lares. Apesar do caso considerado, na pratica, nao ser provavel, os casos gerais sao
reduzidos a este caso, uma vez que também se ird calcular uma matriz relacionada
com R,, que, através do métodos dos minimos quadrados, ird permitir calcular uma
matriz relacionada com Sy, o que permite determinar uma estimativa de ﬁ\/, através
da relagao (5.8).

Assim, considerando um caso mais préximo da realidade, a informacao conhecida
da matriz W tem uma forma semelhante a ilustrada na figura 5.2.
Aplicando a decomposi¢ao em valores singulares de caracteristica 4 a matriz W
formada por Wy, W.e W, e a matriz W, formada por W; e W, obtém-se as
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W= 3
. War Wo
1 I
1 CH
| = MR
Wy _We, WY
. Wg

Figura 5.2: Tlustragao da matriz W tipica com informagao desconhecida.

matrizes Uypeq € U’fg, que estao relacionadas com partes da matriz Ry,

W, U,
Wia=| We | =UpaZ0eaVieg = | Ue | ZoedVieq
W, U, (5.9)

Wi 'T U} 'T
Wiy = [ Wg] =U}3 Vi = [F 79V fa

!
g

\

Como as matrizes Uy € U}g estao relacionadas com a matriz Ry, estao também
relacionadas entre si. A relagao entre as matrizes é obtida através das parcelas que
pertencem as mesmas linhas, i.e., as mesmas imagens, neste caso U, e U'f, através
de

U,~U ’fN (5.10)

onde N é uma matriz 4 x 4 que relaciona aproximadamente as duas matrizes, que
pode ser obtida pelo método dos minimos quadrados. Assim, a matriz U total é

chd chd
U = - . 5.11
ol [7] 610

Este procedimento pode ser repetido tantas vezes quantas forem necessarias para que

dada por

sejam contabilizadas todas as linhas da matriz W. Para obter a matriz relacionada
com Sy, basta usar o método dos minimos quadrados de forma semelhante a da
equacao (5.7), nas porgdes conhecidas de W. Neste caso, uma das solugdes é dada
por

{Vab = [W.W,]' U, (UbTUbﬁ1 (5.12)

V=W W U, (UU,)"
de onde resulta que a estimativa de W, I//‘\/, é dada por
Vab T
\

W=Uv'=U { (5.13)
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As restricoes deste método sao as mesmas que surgiram naturalmente pela simples
manipulacdo matematica para o caso em que a informagcao conhecida esta disposta
de uma forma mais simples, apenas com mais uma restricao. Assim, as restricoes
do algoritmo que calcula a estimativa inicial sdo: 7) as matrizes U s6 podem ser
extraidas de porcoes de W onde pelo menos quatro pontos percorrem todas as ima-
gens contempladas pela respectiva matriz; ii) as matrizes V' s6 podem ser extraidas
de porgoes de W onde o mesmo ponto é seguido em, pelo menos, duas imagens;
i11) para efectuar a uniao entre matrizes U, a primeira matriz tem de partilhar pelo
menos duas imagens com a matriz U seguinte. As restrigoes indicadas partem do
principio que W tem informacao suficientemente variada, ou seja, que a variacao
da camara é suficiente para que o movimento detectado na imagem contenha infor-
macao que permita recuperar a estrutura tridimensional da cena e o movimento da
camara. No entanto, para minorar o efeito do ruido na matriz W, é desejavel usar
mais informacao do que a que é imposta pelas restrigoes referidas.

A referéncia [37] sugere um método sub-éptimo semelhante ao método original
aqui proposto para calcular a estimativa inicial, embora com grandes desvantagens
face ao ultimo. O método em [37] é computacionalmente muito pesado por requerer
O(max(F, P)) utilizagoes da SVD para preencher, de forma sequencial, linha-a-linha
ou coluna-a-coluna, as posicoes desconhecidas de W com estimativas [18]. A forma
sequencial como sao estimadas as posicoes desconhecidas da matriz completa a partir
de uma porc¢ao de W sem dados desconhecidos faz com que o método em [37] tenha
problemas de propagacao do erro, e introduz o problema complexo de escolher o
melhor bloco de partida usado para estimar os dados desconhecidos [18]. Estes
factos impossibilitam a sua utilizacao em matrizes de grandes dimensoes e com
grandes percentagens de dados desconhecidos. O método original aqui proposto é
mais simples, geral e requer poucas utilizagoes da SVD.



Capitulo 6

ALGORITMOS
EXPECTATION-MAXIMIZATION E
ROW-COLUMN

Neste capitulo descrevem-se dois algoritmos iterativos com estratégias de funciona-
mento complementares, que estimam de forma 6ptima a matriz singular completa
que melhor aproxima a matriz de observacao incompleta, nos pontos conhecidos.

6.1 Algoritmo FExpectation-Mazimization

A abordagem de Ezpectation-Mazimization (EM) nos problemas de estimacao fun-
ciona aumentando o nimero de parametros a estimar, em que os dados desconhecidos
sao estimados juntamente com os outros parametros. A estimacao é calculada, it-
erativa e alternadamente, em dois passos: ) no passo de expectation estimam-se os
dados desconhecidos a partir da estimativa anterior dos parametros; ii) no passo de
mazximization estimam-se os parametros a partir dos dados desconhecidos [24].
Neste caso, dada uma estimativa inicial para a matriz de observacao completa,
I//I\/(O), o algoritmo EM estima alternadamente: i) as posi¢oes desconhecidas da ma-
triz de observagao incompleta, W'; ii) a matriz W de caracteristica 4 que melhor
aproxima a matriz W com estimativas das posigoes desconhecidas. O algoritmo
executa alternadamente estes passos até se atingir a convergéncia, i.e., até o erro

min [|(W — W) 6 M|, (6.1)
1%%

estabilizar. Em 6.1, W é uma matriz sem pontos desconhecidos com as mesmas
dimensoes de W, 2F x P, e caracteristica 4, que melhor aproxima a matriz W
nos pontos conhecidos; M é uma matriz de mascara de dimensao 2F X P em que
m;; = 1 se o elemento w;; for conhecido e m;; = 0 caso contrério; e ® representa o
produto ponto-a-ponto, também conhecido como produto de Hadamard.

36
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6.1.1 Passo expectation - estimacao dos dados desconhecidos

Dada a matriz ﬁ\/(k_l), que é a estimativa da iteragao (k—1) da matriz completa de
caracteristica 4 que melhor aproxima W nos pontos conhecidos (de acordo com a
equagdo (6.1)), define-se uma matriz W ), de dimensao 2F x P, em que cada valor
¢é dado por

(6.2)

A~

. W se w;; for conhecido,
W(kyij = .
*) W(k—1)ij C€aso contrario.

Este passo estd ilustrado na figura 6.1, em que os pontos claros correspondem aos
valores conhecidos da matriz de observacao e os pontos escuros sao estimativas dos
valores das posicoes desconhecidas.

w= [ 9' w=[ 1

S

Figura 6.1: Ilustracao do passo de ezpectation do algoritmo EM.

Assim, obtém-se uma matriz W(k) com todos os elementos conhecidos mas car-
acteristica desconhecida. Para executar este algoritmo é necessario uma estimativa
inicial da matriz de observagao completa, ﬁ\/(o). Esta estimativa pode ser calcula-
da pelo algoritmo que calcula a estimativa inicial do capitulo anterior, ou pode ter
origem aleatoria, desde que respeite as condigoes que se deduzem teoricamente mais
abaixo neste capitulo, que sao comprovados experimentalmente na segunda parte
desta tese.

Na forma matricial, a definicao de W(k) ¢é dada por

Wi=WoM+Wg yo[l- M, (6.3)

em que M é, tal como foi definido anteriormente, uma matriz de méscara em que
m;; = 1 se o elemento ij da matriz W for conhecido e m;; = 0, caso contrério.
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6.1.2 Passo maximization - estimacao da matriz de carac-
teristica deficiente

A matriz W(k) obtida no passo expectation nao tem informacao desconhecida mas
tem, em geral, caracteristica superior a esperada teoricamente para a matriz W.
Para determinar a matriz ﬁ\/(k) de caracteristica 4 que melhor aproxima a matriz
W nas posicoes conhecidas, sao eliminados os valores singulares além dos quatro
primeiros, o que é conseguido calculando a decomposi¢ao em valores singulares [11]
de caracteristica 4 da matriz W(k) e definindo-se W(k) como o produto das matrizes
resultantes, tal como esta escrito em

Wy =UZVT,
- (6.4)
W =US, VY,

em que U, e V4 sao as primeiras quatro colunas das matrizes U e V resultantes
da SVD, e 3, é uma matriz 4 x 4 diagonal com os primeiros 4 valores singulares da
matriz 3 na sua diagonal.

Nao sao usados os valores singulares nao-dominantes (considera-se que os val-
ores singulares dominantes sao os 4 valores singulares de maior médulo, e que os
restantes sao nao-dominantes) porque assume-se que estes se devem apenas a er-
ro na estimacgao dos valores desconhecidos da matriz W ou ao ruido na estimacgao
da trajectoria dos pontos nas imagens. No entanto, quando a ordem de grandeza
dos valores da inicializacao é maior do que a dos dados conhecidos da matriz de
observagao, os valores singulares devidos aos dados sao nao-dominantes face aos
da inicializacao e, por serem retirados no passo de mazimization do algoritmo EM,
fazem com que este algoritmo nao consiga convergir. Assim, W(o) = 0 é uma boa
inicializagao para este algoritmo porque: i) 0 é a menor ordem de grandeza possivel;
i1) por ser constante, o seu impacto estd confinado essencialmente a um valor sin-
gular.

A restricao de que os valores singulares dos dados tém de ser dominantes face
aos valores singulares devidos ao ruido tem fortes implicagoes na sensibilidade deste
algoritmo em relacao a forma como € inicializado e a percentagem de informagcao
desconhecida. De facto, grandes percentagens de informacao desconhecida tornam
este algoritmo ainda mais dependente da estratégia de inicializagao, uma vez que
estes valores tém uma influéncia maior nos valores singulares da matriz W(k). No
entanto, o algoritmo devera sempre convergir desde que a ordem de grandeza da
inicializacao seja inferior a dos dados, esperando-se que a percentagem de informagao
desconhecida apenas influencie a velocidade de convergéncia.

Para os casos normais em que este algoritmo é bem inicializado, quer através do
algoritmo de inicializacao do capitulo anterior quer tendo em conta as consideragoes
acima, ¢ muito eficaz face ao ruido. Isto acontece porque a sua influéncia faz-se
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sentir essencialmente nos valores singulares nao-dominantes, que sao retirados neste
passo de mazximization, a menos que o ruido seja de tal forma grande que contamine
os valores e vectores singulares dominantes ao ponto de prejudicar a velocidade de
convergéncia ou mesmo impedir a convergéncia do algoritmo. O estudo experimental
das condicoes para a convergéncia deste algoritmo é feito na segunda parte desta
tese.

Do ponto de vista computacional, a execucao deste algoritmo iterativo implica
apenas o calculo da SVD de caracteristica 4 da matriz W(k) e a multiplicacao das
trés matrizes resultantes, por cada iteracao executada.

Este algoritmo iterativo é semelhante ao algoritmo EM em [23], com a diferenga
de que nesta referéncia a translacao é tratada a parte, sendo um método feito para
o caso especifico do problema SFM com informacao desconhecida. O método novo
aqui proposto, além de ser geral, i.e., de determinar informacao desconhecida em
matrizes singulares de qualquer caracteristica (apesar de ser apresentado no contex-
to de SFM, que tem caracteristica 4), é mais simples de implementar do que [23],
por nao necessitar de inverter matrizes no passo exrpectation. Para usar os algo-
ritmos iterativos apresentados nesta tese para determinar informacao desconhecida
em matrizes singulares com qualquer caracteristica, basta substituir as referéncias a
caracteristica 4 do problema SFM pela caracteristica desejada, ja que os algoritmos
se deduzem da mesma forma para qualquer caracteristica.

6.2 Algoritmo Row-Column

Neste algoritmo, em vez de se aumentar o niimero de parametros, como no algoritmo
EM da seccao anterior, parametriza-se a matriz de observagao como sendo o produto
do espago das linhas pelo espaco das colunas, estimando-se alternadamente estes dois
espagos.

Com este algoritmo pretende-se estimar as matrizes U, de dimensao 2F X 4, e
V', P x 4, que resolvem o problema de minimizacao

min [|[(W —UV") o M|, (6.5)
uv
em que M é uma matriz de mascara definida como anteriormente. Ou seja, pretende-
se estimar matrizes U e V tal que UV é a melhor aproximacao possivel da matriz
de observacao, W, nas posicoes conhecidas.

Dada uma estimativa inicial da matriz U, U ), o algoritmo RC minimiza a
equacao (6.5) estimando alternadamente: i) V' conhecendo U, no passo R; ii) U
conhecendo V', no passo C. O algoritmo executa alternadamente estes passos até
se atingir a convergéncia, i.e., até o erro da equagao (6.5) estabilizar.

Quando nao ha informagao desconhecida na matriz de observacao W, i.e., quan-
do M = 1sp«p, 0s passos R e C' sao obtidos pela simples aplicacao da pseudo-inversa
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24] a
W =UV", (6.6)
obtendo-se entao
—1
Uwp=(ViyVen) VW (6.7)
-1
Vi =WUj (UnUg) (6.8)

em que (6.7) calcula o passo R e (6.8) calcula o passo C. Substituindo (6.7) em
(6.8), compacta-se este algoritmo num tnico passo, dado por

1

Up = WW'U ) (U yWW'U(_y)) Uf, U -y, (6.9)

que mostra que o algoritmo RC implementa a aplicagdo do power method [24] a
matriz WW? (o factor (Uﬁ_l)WWTU(k_l))_l Ul 1)Uk-1) ¢ a normalizacio).
O power method é muito usado para calcular a melhor aproximacao de baixa carac-
teristica de uma dada matriz, evitando o cdlculo da SVD [11]. Assim, o algoritmo
RC implementa uma generalizagao do power method e da pseudo-inversa de Moore-
Penrose para o caso em que existe informacao desconhecida, em que ambos 0s passos
do algoritmo RC continuam a admitir solugao em forma fechada e sao muito simples.

6.2.1 Estimacao do espaco das linhas

Da equagao (6.6) obtém-se que a relagao entre a coluna p da matriz de observagao,
wp, a matriz U e a linha p da matriz V', v, é dada por

w, = Uvy, (6.10)

para todos os p = 1..P. Quando nao sao conhecidas todas as linhas do vector coluna
w,, a equagao (6.10) ndo pode ser resolvida pelo método dos minimos quadrados
habitual. Multiplicando por zero, i.e., mascarando as linhas que nao sao conhecidas
no vector w,, no vector v, e na matriz U, obtém-se

w, ®m, = (U © M,)v], (6.11)

onde m,, é a coluna p da matriz de mascara M definida anteriormente, e M, é uma
matriz 2F x 4 onde todas as colunas sao iguais a m,, para todo os p = 1...P. Uma
vez que as parcelas da equagao (6.11) ja sdo conhecidas, é possivel aplicar o método
dos minimos quadrados a esta equacao, obtendo-se a generalizacao do método dos
minimos quadrados dado por

ol = (U M,)" (U6 M,)] " (UoM,)" (w,om,), (6.12)
que é simplificada eliminando repeticoes dos mascaramentos binarios,

o = [UT(U © M) U (w, ©m,). (6.13)
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Verifica-se que cada coluna é obtida de forma semelhante ao power method, anulando-
se as linhas de w, e U onde existe informacao desconhecida. Determina-se a matriz
V usando a equagao (6.13) para todos os p € [1, P].

6.2.2 Estimacao do espaco das colunas

A equagao que relaciona cada linha f da matriz de observagao W, wy, com a linha
f da matriz U, uy e a matriz V', é dada por

Wy = UfVT, (614)

para todo f = 1.2F. Com informagao desconhecida na matriz wy, ¢ necessario
anular as colunas correspondentes, resultando em

wr ©my = (Uf@Mf)VT, (6.15)

onde my ¢ alinha f da matriz M e M ; é uma matriz 4 X P onde todas as linhas sao
iguais a my, para todo os f = 1...2F. Resolvendo esta equagao usando o método dos
minimos quadrados e eliminando as repeti¢coes nos mascaramentos de forma analoga
a (6.13), obtém-se

up = (wy Omy)VI(VI o M)V (6.16)

Determina-se a matriz U usando a equacao (6.16) para todos os f € [1,2F].

Ao contrario do método dos minimos quadrados sem informacao desconhecida,
os vectores v, e uy sao determinadas um-a-um, uma vez que a distribuicao da infor-
macao desconhecida da matriz de observacdo (representada nas matrizes M, e m,
e nas matrizes My e my) variam, em geral, para cada ponto e cada linha de M,
respectivamente. Caso hajam varias linhas ou colunas iguais na matriz de mascara
M, ¢é possivel poupar tempo de computacao notando que o resultado das pseudo-
inversas das equagoes (6.13) e (6.16) é o mesmo de vector para vector, quando a
distribuicao da informacao desconhecida é a mesma.

Tal como no power method ou no algoritmo EM da secgao 6.1, este algoritmo
requer uma inicializagao, que pode provir do algoritmo que calcula a estimativa
inicial de W do capitulo anterior (nesse caso, nao é necessario calcular a matriz V'
final desse algoritmo, uma vez que essa informagao nao é usada por este algoritmo
iterativo) ou pode ser aleatéria.

Uma vez que este algoritmo estima sempre as matrizes U e V' de forma a que
o seu produto seja W, ao contrario do algoritmo EM descrito acima, a ordem de
grandeza da inicializacao nao é determinante para a sua convergéncia, uma vez que
a ordem de grandeza duma matriz é compensada pela ordem de grandeza da outra.
Contudo, ao contrario do algoritmo EM, este algoritmo exige que a informacao
conhecida das matrizes U, V e W tenha pelo menos a caracteristica que o problema
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exige (neste caso, caracteristica 4), para que as matrizes de que se calculam as
pseudo-inversas nas equagoes (6.13) e (6.16) nao estejam proximas da singularidade,
o que d& origem a problemas computacionais e podera impedir a convergéncia do
algoritmo. Este facto mostra que, caso nao seja usado o algoritmo que calcula a
estimativa inicial, a inicializagao ideal para este algoritmo seria uma matriz U ()
com valores aleatorios.

A quantidade de dados desconhecidos é também um factor de grande importancia
para a convergencia deste algoritmo. De facto, se existir muita informagao con-
hecida, as matrizes que sao invertidas estao mais distantes da singularidade e a
convergéncia é mais rapida. A existéncia de pouca informacao conhecida podera
dar origem a problemas de precisao numérica no calculo das pseudo-inversas, o que
podera atrasar ou mesmo impedir a convergéncia deste algoritmo.

Para os casos normais em que este algoritmo é bem inicializado, quer através do
algoritmo de inicializacao do capitulo anterior quer tendo em conta as consideragoes
acima, e a matriz W ¢ suficientemente variada para que as matrizes a inverter nao
estejam préximas da singularidade, a abordagem de minimos quadrados que esta
na sua base torna-o muito eficaz face ao ruido. O estudo experimental da condigoes
para a sua convergeéncia é feito na segunda parte desta tese.

Do ponto de vista computacional, por cada iteracao, sao calculadas, no méaximo,
P + 2F inversas de matrizes 4 X 4, que sao multiplicadas pelas matrizes indicadas
P e 2F vezes.



Parte 11

Experiencias e Aplicacoes

43



Capitulo 7
ESTIMACAO DE MOVIMENTO

7.1 Estimacao do mapa denso de correspondéncias

Para ilustrar a estimacao do movimento na imagem, usaram-se pares de imagens
obtidos em [48], em que a localizagdo das camaras é desconhecida. Nas figuras 7.1-
7.4, (a,g) e (b,h) sdo as imagens originais da esquerda e da direita, respectivamente.
Para validar as correspondéncias estimadas, a figura (c,i) mostra a estrutura 3D
dada pelo método do capitulo 4, a partir dos movimentos estimados; e as figuras
(d-f,j-1) mostram projecgoes dos modelos 3D estimados de vérios angulos.

A figura 7.1 mostra figuras relativas a estatua de um dragao da Indonésia.

(d-f) projecgoes do modelo tridimensional obtido

Figura 7.1: Modelo 3D da estatua dum dragdo (Bali, Indonésia).
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A figura 7.2 mostra figuras relativas a estdtua de Buda, num jardim de Taipei, na
Republica da China. As figuras 7.1.(c) e 7.2.(c) mostram que, a parte de alguns
outliers, as estruturas tridimensionais das cenas foram obtidas correctamente, como
se confirma através das vistas dos modelos 3D das figuras 7.1.(d-f) e 7.2.(d-f). O
modelo 3D do dragao tem pior aparéncia do que o de buda devido a oclusao.

(d-f) projecgoes do modelo tridimensional obtido

Figura 7.2: Modelo 3D da estatua de buda (Taipei, Republica da China).

As figuras 7.3 e 7.4 mostram figuras relativas a miniaturas de alguns dos monu-
mentos mais conhecidos do mundo. Estas miniaturas estao presentes num jardim
denominado mundo em miniatura, localizado em Lungtan Shiang, Taoyuan, Tai-
wan. As figuras 7.3 e 7.4 mostram que a estrutura tridimensional das miniaturas
dos monumentos e da cena onde estes estao inseridos foram obtidos, em geral, cor-
rectamente. No entanto, as figuras 7.3.(d-f,j-1) e 7.4.(j-1) mostram também algumas
zonas onde a correspondéncia nao foi estimada correctamente, devido a auséncia de
textura ou porque a textura disponivel apenas restringe um dos graus de liberdade,
como acontece nas escadas das figuras 7.4.(g-h).

Nos modelos 3D estimados nesta subseccao existem zonas a preto, tal como é
visivel na figura 7.2.(d) a esquerda de Buda. Estas zonas correspondem a porgoes
da estrutura 3D dos objectos que nao estao presentes nas imagens originais. Este
problema pode ser resolvido com sequéncias de video maiores e com os algoritmos
que permitem lidar com oclusao e inclusao, apresentados nos capitulos 5 e 6.
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(g,h) imagens da esquerda e da direita;(i) estrutura 3D (pontos mais escuros = mais distantes)

ML,

(j-1) projecgoes do modelo tridimensional obtido

Figura 7.3: Modelos 3D de miniaturas de monumentos (1 de 2)
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(j-1) projecgoes do modelo tridimensional obtido

Figura 7.4: Modelos 3D de miniaturas de monumentos (2 de 2)

)
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7.2 Estimacao de homografia

Para ilustrar o desempenho do estimador de homografias, estimaram-se, de forma
automatica, mosaicos a partir de varias sequéncias de video. Os mosaicos sao con-
struidos sobrepondo as imagens da sequéncia de video, afectadas das correspondentes
homografias estimadas. A sobreposicao das imagens é dada, em cada pizels, pela
média das intensidades dos pontos que correspondem a esse pizels. Nesta subsecgao
sao mostrados os resultados obtidos.

Nesta experiéncia usou-se uma sequéncia de video com apenas 3 imagens, de
resolucao 640 x 480, onde é visivel varias porcoes de uma toalha de praia expos-
ta na montra de uma loja. Estas imagens sao apresentadas nas figuras 7.5.(a-c).
Apesar dos objectos filmados terem uma estrutura um pouco tridimensional, o fac-
to do centro éptico da camara de filmar ser aproximadamente o mesmo permite a
aproximacao de homografia.

(d) mosaico estimado a partir da sequéncia de video da toalha de praia.

Figura 7.5: Estimacao dum mosaico a partir duma sequéncia de video com uma
toalha de praia.

A figura 7.5.(d) mostra que o estimador de homografias projectado conseguiu estimar
um mosaico correcto a partir das imagens da sequéncia de video, mesmo quando o
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movimento de uma imagem para a imagem seguinte é bastante grande, como é
visivel nas figuras 7.5.(a-c).

Na experiéncia seguinte usou-se uma sequéncia de video com 6 imagens, de res-
olucao 640 x 480, onde se vém varias porgoes de uma toalha com o desenho de
Portugal e varios simbolos representativos das suas regides. As figuras 7.6.(a-c)
mostram algumas destas imagens. O facto da quarta imagem da sequéncia de video
estar um pouco desfocada (ver figura 7.6.(b), que corresponde a regiao central de
Portugal), impede & partida uma estimagao precisa dum mosaico a partir desta
sequéncia de video, nao s6 porque sera construido com imagens desfocadas, mas
porque o pressuposto de brilho constante, que esta na base do funcionamento deste
algoritmo, nao é respeitado em rigor. Obteve-se 0o mosaico da figura 7.6.(d).

(d) mosaico estimado a partir da sequéncia de video da toalha de Portugal

Figura 7.6: Estimagao dum mosaico a partir duma sequéncia de video de um desenho
de Portugal.

Para testar o funcionamento do estimador de homografias em sequéncias de video
mais longas, usou-se uma sequéncia de video com 26 imagens, de resolucao 512x 512,
onde se vem varias porcoes de um tapete com letras e alguns médveis a sua volta.
As figuras 7.7.(a-h) mostram algumas destas imagens. Como ¢é visivel nas figuras
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7.7.(a-h), o principio de brilho constante é neste caso uma aproximacao ainda mais
grosseira do que na figura 7.6, como se vé por exemplo pela deformacao das letras
E, F e G nas imagens 7.7.(e,f) face a imagem 7.7.(d). Estas deformacoes devem-se
as técnicas de compressao de video e ao movimento da camara de filmar.

(a)

(e) imagem 16; (f) imagem 19; (g) imagem 22; (h) imagem 26

(i) mosaico estimado.

Figura 7.7: Estimacao dum mosaico a partir duma sequéncia de video com um
tapete com letras.

Tendo em conta que o principio de brilho constante nao pode ser aplicado em rigor
nesta sequéncia de video, a boa qualidade do mosaico estimado da figura 7.7.(i) ilus-
tra o bom comportamento do algoritmo estimador de homografia aqui apresentado.



Capitulo 8

FACTORIZACAO MATRICIAL

Neste capitulo é feito um estudo aprofundado dos métodos de factorizacao estudados
neste trabalho, nomeadamente o método de Tomasi e Kanade e os novos algoritmos
que permitem estimar informagao desconhecida em matrizes singulares. Os novos
algoritmos sao estudados no contexto de SFM, para resolver o problema da oclusao
e inclusao, mas também de forma geral, demonstrando-se a sua eficadcia em outros
problemas em que existem observacoes incompletas.

8.1 Estimacao de dados desconhecidos em ma-
trizes singulares

8.1.1 Introducao

Nesta seccao é estudado o comportamento dos novos algoritmos que estimam in-
formacao desconhecida em matrizes singulares, descritos nos capitulos 5 e 6, em
situagoes mais gerais em que as matrizes W podem ter origem em qualquer prob-
lema de engenharia. As matrizes W tém caracteristica r e podem ter qualquer
quantidade ou distribuicao da informacao desconhecida, desde que satisfacam os
requisitos minimos indicados nos capitulos 5 e 6. Foram feitas varias experiéncias
para estudar o seu comportamento em diversas situacoes, das quais se mostram as
mais significativas, tal como uma analise do custo computacional. O cédigo que
implementa estes algoritmos esté disponivel em [49].

Foram criadas véarias matrizes de observacao nao-registadas W de varias carac-
teristicas, com informagao desconhecida e ruido, donde se determinaram estimativas
das matrizes de observacao completas W e estudou-se o erro médio por ponto, de
forma a compreender o comportamento experimental dos métodos. Em particu-
lar, os algoritmos iterativos foram testados com inicializagoes de varias ordens de
grandeza e diversidade. As dimensoes das matrizes de observagao usadas variaram
desde 2 x 2 a 200 x 100, com informagao desconhecida de 0 a 80% e caracteristica
de 1 a 6 e ruido com varias médias e desvios padroes.

O erro médio por ponto para o caso em que existe informacao desconhecida é
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dado pela equagao (8.1)

—~

[((Woao —W)© M|r
VM ’

em que M é uma matriz de mascara de dimensao 2F x P em que m;; = 1 se o

E{erro/ponto} =

(8.1)

elemento w;; for conhecido e m;; = 0 caso contrario; ® representa o produto ponto-
a-ponto, também conhecido como produto de Hadamard; e #M = Z” myj, i.e.,
# M é o numero de entradas conhecidas da matriz W.

8.1.2 Matrizes 2 x 2

De forma a abordar nesta seccao experimental um caso mais simples que ainda per-
mita uma representacao grafica ilustrativa do comportamento dos algoritmos, foram
criadas matrizes W de dimensao 2 x 2, caracteristica 1 e com 1 valor desconhecido.
Definindo a matriz W em termos do espaco das linhas e das colunas através da
equagao (8.2),
W = asx1bi1xo, (8.2)
e considerando, sem perda de generalidade, que o vector b tem norma unitaria e é
descrito em termos de um angulo 6, de acordo com a equagao (8.3),

b = [cosf sind)], (8.3)

o erro de Frobenius pode ser expresso em termos de um tnico parametro, 6, através
da equagao (8.4),

erro(f) = | (W — a7 g lcos f sin e]) © M||p. (8.4)

Pretende-se estimar a matriz W de caracteristica 1 que melhor aproxima a matriz
de observacao W nas posicoes conhecidas. Note-se que para cada conjunto de 3
entradas duma matriz 2 X 2 existe sempre um quarto valor que torna a caracteristica
igual a 1, ou seja, é sempre possivel encontrar uma matriz W de caracteristica 1 e
exactamente igual a W nas posigdes conhecidas, i.e., cujo erro, dado por (8.4), é 0.

Os exemplos seguintes ilustram o impacto da inicializacao no comportamento
dos algoritmos para este caso mais simples, com experiéncias que usam as mesmas
observagoes, que estao indicadas na equagao (8.5),

— -1 —-1.95 11 -1 —-1.95
Wideal_|:2 3.9 :|7 M_|:1 O:|7 W_|:2 ? :|7 (85)

onde ? representa a entrada desconhecida wss da matriz de observacao W.
Usando a estimativa inicial para W, dada pela equacao (8.6),

= -1 —1.95
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descreve-se a evolugao da estimativa ﬁ\/(k) mostrando duas representagoes equiva-
lentes: (i) o espago das linhas b = [by by]; e (i7) o angulo correspondente, definido
da forma descrita acima (6 = arctan(by/b;)). A figura 8.1.(a) mostra as curvas de
nivel da func¢do de erro em fungdo do vector b = [by by, as quais se sobrepoe a
evolucao das estimativas de b para os algoritmos iterativos EM (linha a tracejado)
e RC (linha sélida). Nesta figura, a linha a pontilhado (éptima) sdo aos vectores a
que corresponde erro de estimagao nulo. A figura 8.1.(b) representa a mesma funcao
de erro, agora em fungao de 6, tal como definida em (8.4), a qual se sobrepde os
angulos 6 estimados pelos algoritmos EM (linha a tracejado) e RC (linha sélida).

2 — — + ‘
N\ | \ 8 —re
\\ O\ \ 21 o (final)
1.5 NN\ \ - = EM
\\\;‘ | | 18 o (final) | |
\Q \‘ [ A o error
L N \ 5 g
' NN \ 16
|
14
_12f
<
® ok
0.8
| N 0.6
~ R AN\
—Frc \‘\ NN
o G I NN 0.4 ST
-151 - - EM ‘ \ OO\ 4 —_—e
o (final) \‘ \ AN 0.2 .
“““ ti ; | AN
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b1 angle 6

(a) trajectdria do vector das linhas estimado; (b) trajectéria do angulo estimado

Figura 8.1: Trajectérias de convergéncia para funcionamento tipico dos algoritmos
EM e RC.

Analisando a figura 8.1.(a), vemos que as trajectérias de ambos algoritmos itera-
tivos comec¢am no mesmo ponto (por terem a mesma inicializacdo), e convergem
para pontos na linha éptima. Tal como esperado, as estimativas do espaco das
colunas dadas pelo algoritmo EM tém norma unitéria (devido & normalizagao efec-
tuada pela SVD, pois o vector b é igual ao vector Vip do passo de mazimization)
enquanto as estimativas dadas pelo algoritmo RC nao téem. O bom comportamento
de ambos os algoritmos é confirmado pela figura 8.1.(b), em que os angulos 6 esti-
mados pelos algoritmos convergem para o angulo # que minimiza a funcao de erro
da equagao (8.4).

De forma a avaliar a velocidade de convergéncia, a figura 8.2 mostra o erro de
estimacao em funcao da iteracao de ambos os algoritmos, tanto em escala linear
(figuras 8.2.(a)) como em escala logaritmica (figuras 8.2.(b)). A figura 8.2 mostra
uma convergeéncia mais rapida do algoritmo RC face ao algoritmo EM.

De forma a ilustrar uma limitacao na convergéncia do algoritmo EM e considerando-
se os dados definidos pela equagao (8.5), define-se a estimativa inicial, ‘/7[7(0) através
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Figura 8.2: Erro de estimacao para funcionamento tipico dos algoritmos EM e RC.

da equagao (8.7),

= -1 —1.95

Executando 1000 iteracoes de ambos algoritmos iterativos, descreve-se a sua evolucao
na figura 8.3, da mesma forma do que na figura 8.1.

2 = -
1.8F B
1.6F . : B
14F : : |
_12k |
8
© o — RC |1
o (final)
0.8- --EM |J
”, . o (final)
06- ©oerror
—Re
o (final) 04 1
-15f - = EM N 7 o=
o (final) N\ 0.2f O g
“““ optimum AN - o
-2 : ~ ol \ \ L \ i i i i
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 04 06 08 1 12 14 16 18 2 2.2
b1 angle 6

(a) trajectdria do vector das linhas estimado; (b) trajectéria do angulo estimado

Figura 8.3: Trajectérias para grandes inicializacoes dos algoritmos EM e RC.

Analisando a figura 8.3 veé-se que, enquanto a estimativa dada pelo algoritmo RC
converge para a linha éptima, i.e., para o angulo 6 tal que erro(f) = 0, a estimativa
dada pelo algoritmo EM praticamente nao se altera ao longo das iteragoes, nao
convergindo para a solu¢do éptima. Este resultado é confirmado pela figura 8.4.(a),
que mostra o erro de estimacao em fungao do ntimero de iteragoes, onde se vé que o
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erro da estimativa dada pelo algoritmo RC decresce para zero em poucas iteragoes,
enquanto o erro da estimativa do algoritmo EM praticamente nao decresce ao longo
das 1000 iteragoes dos algoritmos.
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Figura 8.4: Anélise para grandes inicializagoes dos algoritmos EM e RC.

O mau comportamento do algoritmo EM, previsto teoricamente, deve-se a estimativa
inicial de Wy, que tem uma ordem de grandeza maior do que a dos dados. Isto
acontece porque a matriz de caracteristica 1 estimada pelo algoritmo EM na primeira
iteracao estd associada ao maior valor singular de ﬁ\/(o), que é dominado pelo alto
valor da inicializacao wsy = 22 (note-se que enquanto os valores singulares da matriz
I//I\/ideal Sa0 Ul(ﬁ\/ideal) ~ 49 e ag(ﬁ\/ideal) ~ (, os valores singulares da estimativa
inicial sao al(ﬁ\/(o)) ~ 222 ¢ az(ﬁ\/(o)) ~ 0.8 devido ao valor da inicializacdo,
Wye = 22). Em seguida, o algoritmo EM substitui a estimativa inicial de wsy por
outra mais recente, obtendo-se outra estimativa muito proxima da anterior. Para
melhor ilustrar a lenta convergéncia do algoritmo EM, a figura 8.4.(b) mostra a
evolugao do maior valor singular das estimativas ﬁ\/(k) dadas por ambos algoritmos
iterativos, em funcao da iteragao. Tal como seria de esperar, o maior valor singular
da estimativa dada pelo algoritmo RC converge rapidamente para o maior valor
singular da solucao, al(ﬁ\/ideal) ~ 4.9; enquanto o maior valor singular da estimativa
dada pelo algoritmo EM decresce muito lentamente a partir do seu valor inicial,
o1 (W (g)) =~ 22.2.

O comportamento descrito nao ocorre apenas em casos em que os valores da ini-
cializagao sao muito grandes face aos dados. De facto, este comportamento também
foi observado em situacoes em que a matriz de observacao tem valores muito grandes
em linhas ou colunas em que existem entradas desconhecidas. Nestas condicoes, de-
vido aos altos valores observados, mesmo pequenos valores da inicializacao tém um
grande impacto nos vectores do espaco das linhas e das colunas estimados com o
algoritmo EM. Estes levam a uma convergéncia lenta semelhante a ilustrada nas

figuras 8.3 e 8.4.
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Nas subsecgoes seguintes estuda-se o comportamento dos algoritmos apresenta-
dos nos capitulos 5 e 6 para matrizes de maiores dimensoes e caracteristicas, em
casos mais proximos das aplicacoes reais para estes algoritmos.

8.1.3 Influéncia da inicializagao

Nesta experiéncia, foram criadas matrizes W, 24 x 24, de caracteristica 4, com 70%
de informacao desconhecida, cuja média do médulo dos dados ¢ 0.001, 1 e 1000.
Os algoritmos iterativos EM e RC foram inicializados com matrizes aleatdrias cuja
média do modulo é variavel. A figura 8.5 mostra a probabilidade de convergéncia

estimada experimentalmente de cada um dos algoritmos em funcao da média do
modulo das inicializagoes aleatérias.
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Figura 8.5: Probabilidade de convergéncia estimada dos algoritmos EM e RC, em
funcao da média do médulo de inicializacoes aleatorias.

Analisando a figura 8.5 é possivel retirar varias conclusoes. Verifica-se que o algorit-
mo EM deixa de convergir quando o médulo da inicializacao é da mesma ordem de
grandeza que os dados em W ou superior, o que estda de acordo com que o que foi
previsto teoricamente, uma vez que os cédlculos da SVD no passo de mazimization
passam a ser dominados pela inicializacao, o que faz com que os dados conhecidos
sejam desprezados. A probabilidade de convergéncia do algoritmo RC situa-se na
ordem dos 75%, sendo independente na média da inicializacdo, o que também estd
de acordo com o que foi previsto teoricamente. O algoritmo RC nao converge sempre
porque as matrizes de inicializacao nao tém sempre informacao suficientemente di-
versificada nas posigoes conhecidas da matriz W para evitar a inversao de matrizes
préximas da singularidade, o que provoca a divergéncia do algoritmo.

Esta experiéncia mostra que o diferente modo de funcionamento dos dois algorit-
mos iterativos tem importantes consequéncias no seu desempenho. A probabilidade

de convergéncia estimada experimentalmente na figura 8.5 ilustra o desempenho dos
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algoritmos do ponto de vista da fiabilidade em funcionamento independente (i.e., sem
o algoritmo de inicializagao), em fun¢ao da média da inicializacao e da diversidade
dos dados. Deste ponto de vista, o algoritmo EM é o mais indicado, por convergir
quase sempre se a média da inicializacao for menor do que a média dos dados, o que
acontece se a matriz de inicializacao ﬁ\/(o) for nula. A convergéncia deste algoritmo
nao depende da diversidade dos dados ou da inicializacao e nao é tao dependente
da quantidade de informacao desconhecida como o algoritmo RC. O algoritmo RC
funciona bem para os casos em que a matriz dos dados e de inicializagao tem muita
diversidade, sendo independente das ordens de grandeza das respectivas matrizes.
Inicializando ambos os algoritmos iterativos com o algoritmo que calcula a es-
timativa inicial da matriz W ideal, descrito no capitulo 5, é notoria a influéncia
da inicializacao no desempenho dos algoritmos iterativos. Em todas as experiéncias
efectuadas, o erro médio por ponto (obtido através da equagao (8.1)) é da ordem da
resolucao numérica do computador quando a matriz de observacao nao tem ruido.
Quando esta tem ruido, a estimativa sub-6ptima dada pelo algoritmo que calcula a
estimativa inicial de W est4 bastante proxima do resultado final, fazendo com que os
algoritmos iterativos convirjam 100% das vezes e para a solugao éptima, em muitos

poucas iteragoes - tipicamente menos de 10. Os resultados obtidos nesta experiéncia
ilustram os resultados obtidos noutras experiéncias semelhantes, com matrizes de
outras dimensoes, caracteristicas e percentagens de informagao desconhecida.

8.1.4 Sensibilidade ao ruido

Define-se uma matriz de observagao nao-registada sem ruido W,_y de dimensao
24 x 24 e caracteristica 4, com 70% de informacao desconhecida e em que a média
do moédulo dos dados é 1. De forma a simular situacoes da vida real em que a matriz
de observacao esta contaminada com ruido, soma-se ruido gaussiano de média nula
e desvio padrao ¢ a matriz de observagao W ,—g, obtendo-se a matriz W .

A figura 8.6 mostra o erro médio por ponto dado pela equagao (8.1), em funcao
de 0. O erro médio por ponto é obtido: (a) usando apenas o algoritmo que calcula a
estimativa inicial; (b) usando apenas os algoritmos iterativos inicializados aleatoria-
mente com matrizes cuja média do médulo é 0.05 (valor em que ambos os algoritmos
convergem), apds 20 iteragoes; (¢) usando o algoritmo completo, i.e., usando o algo-
ritmo que calcula a estimativa inicial seguido de 20 iteracoes de ambos os algoritmos
iterativos.
Notando que a inclinacao da recta na figura 8.6.(a) é 1, verifica-se que o erro médio
por ponto da estimativa inicial depende linearmente do desvio padrao do ruido o,
como seria de esperar dado que o funcionamento deste algoritmo é baseado numa
estratégia de minimos quadrados linear. Analisando a figura 8.6.(b), verifica-se um
erro médio por ponto aproximadamente constante ao fim de 20 iteragoes para cada
um dos algoritmos iterativos, até se verificar um atraso na convergéncia para valores
mais altos do desvio padrao do ruido, que varia entre 107*° e 10%°. Na figura
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Figura 8.6: Erro médio por ponto em fun¢ao do ¢ do ruido.

8.6.(c) verifica-se que a integragao do algoritmo que calcula a estimativa inicial com
os algoritmos iterativos permite erros médios por ponto extremamente reduzidos,
neste caso da ordem de 107! com apenas 20 iteracoes dos algoritmos iterativos,
o que confirma a eficdcia do algoritmo total, mesmo quando o desvio padrao do
erro adicionado é 10%® vezes maior do que a média do médulo dos préprios dados.
Naturalmente, num caso real os resultados seriam inferiores uma vez que o ruido no
seguimento dos pontos s6 pode ser considerado como gaussiano por aproximacao. A
figura 8.6.(b,c) mostra também que o erro médio por ponto do algoritmo RC é em
geral menor do que o erro do algoritmo EM.

Os testes efectuados com outras matrizes apenas mostraram um decréscimo na
velocidade de convergéncia, face a W ,_g, para matrizes W, com valores muito altos
de o, em que o é o desvio padrao do ruido somado a W ,—y. Para valores normais do
desvio padrao do ruido, a velocidade de convergéencia é aproximadamente a mesma
de quando nao existe ruido, como se verifica também através da figura 8.6(b), em
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que o erro médio por ponto é aproximadamente constante para valores baixos do
desvio padrao do ruido somado a matriz W ,_.

A importancia da inicializacdo é ainda maior na presenca de ruido, uma vez
que, além deste piorar a velocidade de convergéncia dos algoritmos iterativos, pode
reduzir a sua probabilidade de convergencia. A filtragem ao ruido efectuada pela
estratégia de minimos quadrados do algoritmo que calcula a estimativa inicial torna-
o ideal para este caso.

8.1.5 Sensibilidade a informacao desconhecida

Define-se uma matriz de observagao nao-registada sem ruido W,y de dimensao 24 x
24 e caracteristica 4, em que a média do médulo dos dados é 1, em que a quantidade
de informacao desconhecida ¢é variavel. A esta matriz é somado ruido gaussiano de
média nula e desvio padrao 1, obtendo-se a matriz W,—;. A porcao desconhecida
da matriz varia desde a maxima possivel, (24 —r) x (24 —r) = 20 x 20 (70%), até a
situagao em que nao existem posigoes desconhecidas, variando-se o nimero de linhas
conhecidas de W, N. Ou seja, a parte desconhecida da matriz W ,_; tem tamanho
(24 — N) x 20, em que N = 4,..,24. A figura 8.7mostra o erro médio por ponto
apos 20 iteracoes dos algoritmos iterativos EM e RC, inicializados com matrizes cuja
média do médulo é 0.05, em funcao do niimero de linhas conhecidas de W, _;.

1.2

Erro médio por ponto {escala logaritmica)

-0.2
4

L . . . L L
6 -1 10 12 14 16 18 20 22 24
N conhecido

Figura 8.7: Erro médio por ponto dos algoritmos EM e RC em funcao do nimero
de linhas conhecidas N da matriz W ,_;.

Como seria de esperar, a figura 8.7 mostra a diminuicao do erro médio por ponto
para ambos os algoritmos iterativos a medida que o niimero de linhas conhecidas
aumenta, ou melhor, a medida que a informagao desconhecida diminui. Verifica-se
mais uma vez que o erro médio por ponto do algoritmo RC ¢é inferior ao algoritmo
RC.

A quantidade de informacao desconhecida afecta ambos os algoritmos. Para o
algoritmo EM, uma maior quantidade de informacao desconhecida faz com que a
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inicializacao tenha maior peso nos valores préprios dominantes da matriz W, de onde
se extraem os valores singulares dominantes no passo de maximization, o que pode
piorar a velocidade de convergéncia ou mesmo fazer com que o algoritmo divirja.
Para o algoritmo RC, uma maior quantidade de informacao desconhecida implica
uma maior quantidade de linhas e/ou colunas anuladas nas matrizes do algoritmo, o
que reduz a diversidade das matrizes que sao invertidas, dando origem a problemas
numeéricos que pioram a velocidade de convergéncia ou fazem o algoritmo divergir.

Apesar da percentagem de informacao conhecida ser importante no desempenho
dos algoritmos, a experiéncia mostrou que a forma da matriz binaria M, que indica
a disposicao da informacao conhecida nas matrizes W, também é relevante no
sucesso deste método, tal como é abordado no capitulo 5 no contexto do algoritmo
que calcula a estimativa inicial de W. No caso pratico de structure from motion,
em os pontos entram e saem da imagem duma forma continua, a matriz M tem
tipicamente a forma representada na figura 5.2, que permite estimar informacao
desconhecida com facilidade.

8.1.6 Influéncia da caracteristica

As experiéncias efectuadas acerca da influéncia da caracteristica da matriz de en-
trada no desempenho dos novos algoritmos aqui apresentados mostram que esta
estd relacionada com a influéncia da redundancia dos dados duma matriz. Ou seja,
para matrizes com a mesma dimensao e percentagem de informacao desconhecida,
maiores caracteristicas da matriz de entrada implicam menor redundancia dos seus
dados, o que é equivalente a considerar que houve uma diminuicao da percentagem
de informagao conhecida. Assim, tendo em conta que maiores caracteristicas na
matriz de entrada equivalem a maiores percentagens de informagao desconhecida, o
estudo da influéncia da caracteristica reduz-se ao estudo efectuado na secgao 8.1.5.
Para exemplificar o funcionamento destes algoritmos com uma caracteristica
diferente de 4, definiu-se uma matriz W,_o de dimensao 40 x 40, caracteristica
6 e cuja média do médulo é 1, com 56% de informacao desconhecida. A esta ma-
triz foi somado ruido gaussiano de média nula e variancia 1, obtendo-se W,_;. A
figura 8.8 mostra o erro médio por ponto em fun¢ao do nimero de iteragoes, obti-
do: (a) com o método total; (b) apenas com os algoritmo iterativos, inicializados
aleatoriamente com matrizes cuja média do médulo é 0.05.
Na figura 8.8, a iteragao 1 representa a inicializacdo que, em 8.8(a), é dada pelo
algoritmo que calcula a estimativa inicial; enquanto em 8.8(b) é obtida aleatoria-
mente. Assim, estao representadas 9 iteragoes dos algoritmos iterativos. A figura
8.8(a) mostra que o erro médio por ponto da estimativa sub-6ptima obtida pelo al-
goritmo da estimativa inicial é ja bastante reduzido, o que comprova a eficacia deste
algoritmo, para qualquer caracteristica. Esta figura mostra também a convergéncia
dos algoritmos iterativos apés um reduzido numero de iteragoes. A figura 8.8(b)
mostra também a convergéncia de ambos algoritmos iterativos, embora mais lenta,
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Figura 8.8: Erro médio por ponto em funcao do nimero de iteracoes, para W de

caracteristica 6.

por terem sido inicializados aleatoriamente.

8.1.7 Custo computacional

Define-se uma matriz de observacao nao-registada sem ruido, W,_y, de dimensao
N x 24 e caracteristica 4, em que s6 é conhecido o valor de 4 linhas e 4 colunas.

Foi medido o nimero de operagoes de virgula flutuante e o tempo por iteracao, em
funcao de N, para cada algoritmo
8.9.

iterativo. O resultado é apresentado na figura
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Figura 8.9: Custo computacional dos algoritmos iterativos.

A figura 8.9(a) mostra que o nimero de operagdes de virgula flutuante do algoritmo
EM cresce exponencialmente com o niimero de linhas da matriz de observagao. O
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algoritmo RC necessita de um nimero de operacgoes em virgula flutuante menor
do que o algoritmo EM, crescendo de forma linear com o numero de linhas da
matriz de observacao. A figura 8.9(b) mostra que, apesar do nimero de operagoes
de virgula flutuante do algoritmo EM crescer de forma exponencial e ser sempre
superior ao numero de operacgoes em virgula flutuante do algoritmo RC, o software
MatLab® necessita de menos tempo para calcular uma iteracdo do algoritmo EM
do que uma iteracao do algoritmo RC. Isto acontece por varias razoes. Por um lado,
a simples contagem do nimero de operagoes em virgula flutuante nao contabiliza
a diferenga de tempo no cédlculo dos diferentes tipos de operagoes (por exemplo, a
divisao é bastante mais lenta do que uma adi¢ao). Por outro lado, apesar do calculo
da SVD do algoritmo EM requerer muitas operacoes em virgula flutuante, o seu
célculo estd bastante optimizado no software MatLab®©, de forma a tirar grande
partido dos recursos de hardware disponiveis. Assim, conclui-se que o algoritmo
EM é computacionalmente mais pesado do que o algoritmo RC.

8.2 Meétodo de factorizacao de Tomasi e Kanade.

Implementou-se o método de factorizacdo de Tomasi e Kanade em MatLab®© e
fizeram-se varias experiéncias para estudar o seu comportamento, das quais se
mostram as mais significativas.

Nesta experiéncia usou-se uma sequéncia de video artificial, em que as projecgoes
2D de 372 pontos da face de um cilindro em movimento no espago sao armazenadas
numa matriz de observacao W ,—g, sem ruido. Somando ruido gaussiano de média
nula e desvio padrao ¢ = 0.1 a matriz W,_y obtém-se W,_g;. Executou-se o
método de factorizacdo as matrizes resultantes e obteve-se duas estimativas das
matrizes de rotacao e forma. A figura 8.10 mostra uma imagem da sequéncia de
video sem ruido, em (a), e com ruido de o = 0.1, em (b); e as matrizes de forma
resultante da factorizacdo da matriz W ,_q sem ruido, em (c), e da matriz W ,—_g 1,
em (d).
A figura 8.10 mostra o correcto funcionamento do método de factorizagao de Tomasi
e Kanade na recuperacao da estrutura tridimensional dos objectos filmados (e, con-
sequentemente, do movimento tridimensional da camara de video), mesmo na pre-
senca de bastante ruido face a ordem de grandeza dos dados, como é visivel na figura
8.10(b) e 8.10(d).

Definindo o erro médio por ponto através da equacao (8.8),

|W,—o — RS”||F
V2F x P ’

a figura 8.11 mostra a diminuicao do erro médio por ponto em funcao do niimero de

E{erro/ponto} =

(8.8)

imagens da sequéncia de video, para varios valores do desvio padrao ¢ do ruido de
média nula que é somado a matriz W ggme—o da sequéncia de video da experiéncia



8.2 Método de factorizacao de Tomasi e Kanade. 63

sl | eaf
66} ST } BB

G4+

i | safF v e, Wt

56}

s A 05 0 05 1 15 s - 05

X

e

054

0.5

hin

08 e = : 05 i ——

~ - R
- § 05 03 . ; 05

(¢) reconstrugdo sem ruido; (d) reconstrugéo com ruido

Figura 8.10: Reconstrugao de um cilindro artificial.

anterior (o desvio padrao do ruido que foi somado a matriz W,—, esta indicado na
legenda das figuras).

Esta experiéncia comprova, tal como seria de esperar, que existe uma maior imu-
nidade ao ruido com o aumento do nimero de imagens, por haverem 2P equagoes
novas por cada imagem, com um acréscimo de apenas 8 novas incégnitas por im-
agem, correspondentes ao movimento da camara. Este facto torna os calculos ainda
mais sobre-determinados, o que permite uma melhor filtragem do ruido no calculo
da SVD e nos outros passos do método de factorizacao. Em particular, as figuras
8.11(b) e (c) mostram uma melhoria significativa na matriz de forma quando se
considera a mesma sequéncia de video com 40 ou 400 imagens, com ruido branco de
média nula e desvio padrao de um. A figura 8.11(a) mostra também uma diminuigao
linear do logaritmo do erro médio por ponto, em funcao do logaritmo do ntimero de
imagens na sequéncia de video. Assim, é possivel estimar o erro médio por ponto
da imagem f, E{erro/ponto}y, a partir da estimativa do erro médio por ponto da
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(a) erro médio por ponto 8.8 em func¢do do niimero de imagens da sequéncia de video.
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(b) matriz de forma (40 imagens, o = 1); (c) matriz de forma (400 imagens, o = 1)

Figura 8.11: Imunidade ao ruido em fungao do nimero de imagens da sequéncia de
video.

imagem fy, E{erro/ponto}, através da equacao (8.9),

log (E{erro/ponto} ;) = log (E{erro/ponto} ) +mlog (f — fo)
m =~ —0.5

<
(8.9)

E{erro/ponto
<= E{erro/ponto}s = W,
em que m ¢ a inclinacdo da recta da figura 8.11(a).

A aplicagao deste método a sequéncias de video reais é feita na sec¢ao 8.3 e no
capitulo 9. Em ambos os casos, este método é precedido dos novos algoritmos apre-
sentados nesta tese, que estimam as trajectérias desconhecidas dos pontos seguidos
nas imagens, que tém demonstrado serem vitais para a aplicagao do método de
factorizacao de Tomasi e Kanade a sequéncias de video reais, onde existe muita
oclusao. No capitulo 9 comparam-se resultados obtidos apenas com o método de
Tomasi e Kanade, onde se unem matrizes de forma obtidas independentemente; e
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com este método precedido dos novos algoritmos, onde se faz uma estimacao global
das matrizes de forma e rotacao.

8.3 Factorizacao com informacao desconhecida

8.3.1 Dados artificiais

Os novos algoritmos que estimam informacao desconhecida em matrizes singulares
foram usados em sequéncias de video artificiais em que existe oclusao, para estimar
matrizes de observacao completas W a partir de matrizes de observacao incom-
pletas W obtidas das sequéncias de video, de forma a poder-se usar o método de
factorizacao de Tomasi e Kanade para obter as matrizes de forma e de rotacao.

A figura 8.12 mostra uma das 50 imagens duma sequéncia de video artificial
(semelhante a sequéncia em 8.2), em que se vé a projeccao bidimensional de um
total de 372 pontos localizados na face de um cilindro em movimento num espaco
tridimensional, mas com oclusdo. A matriz W,_g; total, de dimensao 100 x 372,
contém 9724 elementos desconhecidos (26%) e ruido gaussiano de média nula e desvio
padrao o = 0.1. Na figura 8.12, os circulos representam pontos sem ruido e as pintas
representam pontos com ruido usados para obter SFM.

o Criginal
- Com Rulide

Figura 8.12: Imagem duma sequéncia de video artificial dum cilindro, com oclusao.

Usando o método completo desenvolvido, i.e., o algoritmo que calcula a estimativa
inicial e os dois algoritmos iterativos, obtiveram-se duas estimativas de W completa,
w EM € w re, oriundos de cada um dos algoritmos iterativos, cujo erro médio por
ponto ao longo das iteracoes estd indicado na figura 8.13.(a). A partir desta estima-
tiva foi executado o método de factorizacao descrito no capitulo 4, recuperando-se
a forma indicada na figura 8.13.(b).

A figura 8.13.(a), em que a primeira iteragdo representa novamente o algoritmo
que calcula a estimativa inicial, volta a sublinhar o importante papel da estimativa
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(a) erro médio por ponto, por iteragao; (b) matriz de forma obtida

Figura 8.13: SFM com informagao desconhecida duma sequéncia de video artificial
dum cilindro.

inicial na estimacao final —tao relevante que basta apenas uma sé iteragao dos algo-
ritmos iterativos para que estes convirjam para a matriz 1% que melhor aproxima a
matriz de observacdo W nas posigdes conhecidas. Na figura 8.13.(b), é visivel que
o método completo, que transforma o problema SFM com informagao desconhecida
no problema SFM, em conjunto com o método de factorizacao de Tomasi e Kanade,
estimam correctamente a forma tridimensional do cilindro (e, consequentemente, o
movimento da camara), mesmo na presenca de ruido.

8.3.2 Dados reais

Para testar a aplicacao dos novos algoritmos a caso real em que exista oclusao,
foram usadas varias sequéncias de video. A primeira foi obtida na pagina de visao
por computador [47] e contém 52 imagens obtidas por uma camara a rodar na
horizontal em torno duma bola de ping-pong com pequenos pontos pintados, como
é visivel na figura 8.14.

Nesta sequéncia de video foi usado um seguidor de pontos notérios para seguir
a trajectéria dos pontos pretos pintados na bola de ping-pong. Ao longo das 52
imagens da sequéncia de video foram seguidos no total 64 pontos notérios. Devido
a rotagao da camara, foi obtida uma matriz de observacao nao-registada W com
41% de elementos desconhecidos. Usando o método completo descrito nos capitulos
5 e 6 para estimar uma matriz de observagao completa, ﬁ\/, aplicou-se o método de
factorizacao de Tomasi e Kanade a matriz obtida e estimou-se uma matriz de forma.
A figura 8.15 mostra a forma tridimensional recuperada, em que os pontos foram
acopulados através de um procedimento de mesh.

A figura 8.15 mostra que a forma esférica da bola de ping-pong foi recuperada com
sucesso. A superficie recuperada estd incompleta porque a sequéncia de video filmou
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(a) imagem 1; (b) imagem 5; (c) imagem 9

Figura 8.14: Imagens duma sequéncia de video real com uma bola de ping-pong.

Figura 8.15: Superficie esférica obtida da bola de ping-pong.

apenas cerca de metade da bola de ping-pong. A estimacao da estrutura tridimen-
sional da bola de ping-pong, usando o método de factorizagao de Tomasi e Kanade,
seria bastante dificultada sem a utilizacao de uma estratégia global para lidar com a
oclusao, uma vez que os pontos notorios entram e saem da imagem continuamente.



Capitulo 9

APLICACOES

9.1 Modelos 3D para realidade virtual

Para demonstrar a aplicagao pratica dos novos algoritmos aqui apresentados, foram
seguidos pontos notérios numa sequéncia de video com 85 imagens que mostra um
cubo mdagico a rodar na horizontal. A figura 9.1.(a) ilustra o seguimento de pontos
notoérios nesta sequéncia de video, em que os quadrados correspondem as posi¢oes
anteriores dos pontos notérios e os circulos correspondem a posicao dos mesmos
pontos nétorios na imagem actual.

As projeccoes bidimensionais dos pontos notérios seguidos sao armazenados na
matriz de observacao W. Devido a entrada e saida de pontos notérios da imagem,
devido a oclusao, a matriz W tem informacao desconhecida, assumindo a forma
da figura 9.1.(b), em que os pontos escuros correspondem a entradas conhecidas da
matriz W e os claros, a posicoes desconhecidas. A matriz W, de dimensao 170 x 64,
foi obtida com 85 imagens, tendo sido seguidos um total de 64 pontos notérios. A
matriz de observagao tem um total de 62% de informagao desconhecida.

(a) trajectdrias de pontos notérios;(b) forma da matriz W (pontos escuros=dados conhecidos)

Figura 9.1: Ilustracao da sequéncia de video com o cubo mdgico.

68
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Aplicando o novo método que permite estimar as trajectorias completas a partir de
trajectorias parciais a matriz de observacao W, obteve-se uma estimativa da matriz
completa, ‘//1\/', que permite aplicacao o método de Tomasi e Kanade duma forma
global. Aplicando este método, obteve-se a matriz de forma e de movimento do cubo
mdgico filmado, a partir da qual foi estimado o respectivo modelo tridimensional do
cubo, cuja projeccao bidimensional é visivel na figura 9.2.(b).

A figura 9.2 mostra os modelos tridimensionais obtidos: (a) apenas com o método
de Tomasi e Kanade, a partir de 28 pontos notérios seguidos ao longo de 18 imagens;
(b) com os algoritmos que estimam as trajectérias completas dos pontos, seguido do
método de factorizacao de Tomasi e Kanade.

[
t
II' ~
)

(a) método de T & K;(b) novos algoritmos + método de T & K (pontos escuros = conhecidos)
Figura 9.2: Modelos tridimensionais do cubo madgico.

Na figura 9.2, os modelos tridimensionais do cubo mdgico estao projectadas bidi-
mensionalmente num angulo de que este nao tinha sido filmado, uma vez que este s6
rodava na horizontal. Este facto faz com que a sua face superior nunca tenha sido
filmada e, portanto, nao esteja presente nos modelos 3D do cubo. A comparacao
entre a qualidade dos modelos tridimensionais das figuras 9.2.(a) e 9.2.(b) ilustra
bem as vantagens da utilizagao do novo método aqui apresentado, que permite us-
ar toda a informagao disponivel duma forma global e éptima na recuperacao do
modelo tridimensional do cubo, resultando numa maior imunidade ao ruido e numa
maior simplicidade na recuperagao da forma total. Para recuperar a forma total do
cubo magico usando apenas o modelo de Tomasi e Kanade, seria necessario estimar
pequenos modelos tridimensionais (como os da figura 9.2.(a)) a partir de pequenas
porcoes das sequéncias de video em que nao existe oclusao. Estes pequenos mode-
los teriam de ser fundidos posteriormente, numa operagao de complexidade muito
superior a dos novos algoritmos aqui apresentados, em especial para formas mais
complexas.

Além de realidade virtual, a construcao de modelos tridimensionais tem aplicacao
em diversas dreas da industria, tal como a observagao/registo de espacos, design,
etc.
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9.2 Compressao de video

Outra aplicacao do novo método aqui apresentado, que permite transformar o prob-
lema SFM com informacao desconhecida no problema SFM, é a compressao de
imagem. Neste caso, em vez de se transmitir uma sequéncia de video completa,
imagem apos imagem, apenas € transmitido o modelo tridimensional dos objectos
e 0 movimento da camara, o que é equivalente. Este processo pode resultar numa
grande poupancga de largura de banda, pois, uma vez transmitido o modelo 3D dos
objectos na sequéencia de video, é apenas necessario enviar o movimento de translacao
e rotagao da camara, o que pode ser feito com poucos bytes por imagem.

Com esta metodologia, a sequéncia de video do cubo mdgico, que contém 2161
imagens, foi comprimida obtendo-se uma taxa de compressao de aproximadamente
103, relativamente as imagens originais em formato JPEG. A figura 9.3 mostra
imagens originais desta sequéncia (em cima) e as respectivas imagens comprimidas
(em baixo).

(baixo) imagens comprimidas

Figura 9.3: Compressao da sequéncia de video com o cubo mdgico.

Os exemplos de imagens resultantes do processo de SFM com informacao desconheci-
da duma sequéncia de video real com um cubo mdgico da figura 9.3 mostram ligeiras
distor¢oes face as originais, tanto na tonalidade como na forma. As distorcoes na
tonalidade devem-se ao efeito de sombras, porque, nesta sequéncia de video, em
vez de ter sido a camara de filmar a rodar em torno do cubo mdgico, foi este que
rodou enquanto a camara se manteve estética (o que é formalmente equivalente), o
que fez com que as faces mudem ligeiramente de tonalidade ao longo da sequéncia
de video - efeito que nao é contabilizado na construcao do modelo tridimensional.
As distorgoes devem-se, naturalmente, a erros no seguimento dos pontos, agravados
pelo facto de nao ter sido filmada a face superior, que serviria como elemento de
ligacao entre as faces, reduzindo a distor¢ao na forma do cubo.



Capitulo 10

CONCLUSAO

10.1 Sumario

Nesta tese propoem-se um conjunto de novos algoritmos que, juntamente com o
conhecido método de factorizagao de Tomasi e Kanade, permitem estimar modelos
tridimensionais densos de estruturas rigidas, a partir de grandes sequéncias de video
com oclusao e inclusao.

As correspondéncias estimadas pelo novo estimador de correspondéncias permi-
tiram determinar correctamente a estrutura tridimensional de vérias cenas, somente
a partir de duas imagens. A utilizacao das correspondéncias entre os varios pares de
imagens duma sequéncia de video mais longa reduz ainda mais o erro de estimagao.

Propos-se também um novo algoritmo de fluxo éptico baseado em correlacao
que permite estimar a homografia entre duas ou mais imagens (uma estratégia ha-
bitual que facilita o passo de correspondéncia de SFM), com precisao sub-pizels e
uma estratégia multi-resolugao de grande eficiéncia. Mostrou-se que a estratégia de
funcionamento deste algoritmo apresenta importantes vantagens face as estratégias
alternativas baseadas em pontos notorios ou fluxo 6ptico, com uma estratégia es-
pecial que permite estimar mosaicos de grande qualidade em sequéncias de video
longas. Este método permitiu estimar mosaicos de grande resolucao a partir de
sequéncias de video reais com 3 a 26 imagens.

Descreve-se e estuda-se o método de factorizacao de Tomasi e Kanade, reconheci-
do pela comunidade de visao por computador como um dos métodos fundamentais
para a resolugao do problema structure from motion [23]. Os testes efectuados a
este método demonstram a sua eficacia na recuperacao da estrutura 3D dos ob-
jectos filmados e o movimento da camara, mesmo quando os pontos notorios sao
seguidos com bastante ruido. Foi também mostrado que a imunidade ao ruido é
tanto maior quanto mais imagens tiver a sequéncia de video, o que advém da es-
tratégia de minimizagao de minimos quadrados e das fortes restrigoes impostas a
matriz de movimento, que ajudam a eliminar o ruido. Mostra-se também que, na
presenca de oclusao e inclusao, a matriz de observacao tem entradas desconhecidas,
o que impossibilita a sua aplicacao em casos praticos em que existe muita oclusao,
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por nao ser possivel aplicar a SVD.

Nesta tese sao também apresentados novos métodos que permitem estimar infor-
macao desconhecida em matrizes singulares, o que permite transformar o problema
SFM com informagao desconhecida no problema SFM, com importantes vantagens
face aos métodos existentes quanto a generalidade, fiabilidade, custo computacional,
imunidade ao ruido e simplicidade. Estes novos algoritmos resolvem o problema da
oclusao e inclusao, permitindo a utilizagao sem restrigoes do método de factorizagao
de Tomasi e Kanade, tendo sido testados em sequéncia de video artificiais e reais.
Os testes efectuados em sequéncias de video artificiais com o método completo (es-
timativa inicial + algoritmos iterativos) mostram erros médios por ponto da ordem
de 107!, para ruido com desvio padrao 10*® vezes maior do que o dos dados, com
probabilidade de convergéncia de 100%, para qualquer caracteristica e qualquer per-
centagem de informacao desconhecida que satisfaca condigoes muito gerais. Além
da grande eficacia do algoritmo que calcula a estimativa inicial, os testes efectua-
dos mostram também o bom funcionamento dos algoritmos iterativos, em que as
condicoes de convergéncia sao bem conhecidas. Do ponto de vista do custo com-
putacional, foi visto que a estimativa inicial é calculada com um nimero reduzido
de célculos da SVD (dependendo da disposi¢ao dos dados conhecidos na matriz de
observagao) e os algoritmos iterativos tém aproximadamente o mesmo nimero de
operagoes em virgula flutuante do que a SVD (algoritmo EM) ou menor (algoritmo
RC), por iteragdo. Qualquer um destes algoritmos apresenta claras vantagens face
as solucoes alternativas existentes.

Finalmente, foram apresentadas duas aplicagoes para o problema SFM com in-
formacao desconhecida, que sao resolvidos com grande eficacia pelos novos métodos
aqui introduzidos, demonstrando a sua importancia em aplicacoes de grande relevancia
para a industria. Foi mostrada a construcao de modelos 3D para utilizagao em apli-
cagoes de realidade virtual e observagao/registo de espagos, e foi apresentado um
poderoso compressor de video, que apresentou uma taxa de compressao de aproxi-
madamente 103.

Apesar dos algoritmos propostos nesta tese serem descritos no contexto de SFM
com informacao desconhecida, podem ser aplicados em vérias dreas da engenharia.
De facto, a estimagao de homografia pode ser usada em qualquer aplicacao em que
seja necessario efectuar o alinhamento entre duas ou mais imagens. Os novos algo-
ritmos que estimam informacao desconhecida em matrizes singulares funcionam com
qualquer caracteristica, encontrando aplicacao em areas tais como o reconhecimento
de objectos [4, 40], aplicacoes em fotometria [33, 27, 5] e o alinhamento de imagem
[45, 46], etc.



10.2 Direcgoes futuras 73

10.2 Direccoes futuras

Nesta seccao sao apresentadas algumas ideias para estudos futuros acerca de prob-
lemas que os algoritmos propostos nesta tese deixam em aberto.

No capitulo 6 desta tese foram propostos algoritmos iterativos que, segundo
mostram as experiéncias realizadas, quando adequadamente inicializados, convergem
sempre. O objectivo de um estudo futuro poderd ser a demonstracao da convergéncia
destes algoritmos. Assim, poder-se-ia determinar as condiges que os dados (no caso
de SFM, o movimento da camara, a forma 3D e o ruido) e a inicializa¢do terao de
verificar para que os algoritmos iterativos convirjam para a matriz completa de
caracteristica definida que melhor aproxima a matriz de observagao incompleta, nas
posicoes conhecidas.

Outra possivel direcgao de trabalho é a comparagao dos algoritmos iterativos
EM e RC com algoritmos iterativos desenvolvidos usando ferramentas de Geome-
tria Diferencial, usando directa e explicitamente todas as restricoes impostas pelo
problema para encontrar o algoritmo 6ptimo do ponto de vista da convergéncia.

Nesta tese, entre outros assuntos, tratou-se o problema de estimar a matriz que
melhor aproxima a matriz de observacao com dados desconhecidos, com uma dada
caracteristica, como uma solucao natural para SFM com informacao desconheci-
da. Contudo, em SFM com oclusao e inclusao, é frequente que uma regiao esteja
visivel, depois deixe de o estar (por desaparecer do campo de visao ou ficar tapa-
da por outras partes do objecto), para ficar visivel novamente. Nesta tese, essa
regiao é tratada como uma nova regiao, nao sendo associada a que foi vista anterior-
mente. Um outro topico de trabalho futuro é a identificagao de regices comuns. Este
problema poderia ser resolvido identificando, de forma automatica, duas colunas da
matriz de observacao como pertencendo a mesma coluna da matriz completa que a
aproxima. Esta identificacao permitiria constringir mais o problema de estimagao
e, consequentemente, obter melhores estimativas de forma e movimento 3D.
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