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Capitulo 1 — Conceitos Basicos de Sinais e Sistemas
Conceitos de sinal de tempo continuo, z(t) € C, t € R, e de sinal de tempo discreto, z(n) € C, n € Z.
Energia de um sinal:

+oo +oo
Em:/ w(t))Pdt,  Ew= Y l|z(n)?.

- n=-—o0

Poténcia (média) de um sinal:

; e 2 ; 1 2
Py = lim —[T|x(t)\ di,  Pao= lm oo ZNLT(n)\ .

Classificagao de sinais em: i) energia finita, ii) energia infinita e poténcia finita ou iii) poténcia infinita.
Transformagoes da variavel independente: deslocamento, escalamento, inversao.

Escalamento de sinais de tempo discreto; nao se pode inverter — perda de informacao.

Sinais pares e impares. Parte par e parte impar de um sinal.

Sinais hermiteanos e anti-hermiteanos. Parte hermiteana e parte anti-hermiteana de um sinal.
Sinais periddicos. Tempo continuo e tempo discreto. Periodo fundamental.

Sinal sinusoidal

De tempo continuo: z(t) = sin(wt), w > 0. Quanto maior a frequéncia w, maior é a rapidez de oscilagao.
Periodo fundamental Ty = 27 /w.

De tempo discreto: z(n) = sin(wn), w > 0. Rapidez de oscilagdo ndo aumenta monotonicamente com w (basta considerar
uma banda de frequéncias fundamental); o sinal pode até nao ser periodico.

Periodo fundamental Ny = menor multiplo inteiro de 27 /w.
Sinal exponencial
Exponencial real de tempo continuo: x(t) = e, r € R.

Exponencial complexa com expoente imaginério puro: z(t) = e/*!, w € R. Periodo fundamental Ty = 27 /|w|.
z(t) = eI*? = cos(wt) + jsin(wt) .
Sinais reais (sinusoidais) escritos como combinagdes lineares de exponenciais complexas:

1 . 1 . 1 . 1 )
cos(wt) = —eI“t  —e ¥t sin(wt) = —e/t — —e I,
2 2 2j 27
Exponencial complexa no caso geral: z(t) = e*t, s € C.
z(t) = et = TV = Tteiwt — 7t cos(wt) 4 jet sin(wt) .

Exponencial de tempo discreto: z(n) = 2™, z € C.

Casos em que a base é: (i) real (positiva, negativa, etc), (ii) complexa de médulo unitario e (iii) complexa no caso geral:
r(n) = 2" = (pet)" = plel"

Impulso e degrau unitarios de tempo discreto

0 n#0

Impulso unitario d(n) = { 1 n=0



+oo

z(n)o(n —ng) = x(no)d(n — no) , Z z(n)d(n —ng) = x(ng) .
+oo
z(n)= > x(k)s(n—k)
k=—oc0
Degrau unitario u(n) = { (1) Z ; 8

Primeira diferenca / acumulagio (equivalentes discretos de derivada / primitva):

S(n)=u(n) —u(n—1), um)= Y &m).

m=—0o0

Impulso e degrau unitarios de tempo continuo

0 t<0

Degrau unitario u(t) = { 1 50,
du(t)
dt
0(t) é assim nulo, excepto na origem, onde é infinito. A sua area é unitaria.

Conceito de impulso unitério: 6(t) = =d'(t), u(t)= gimo ua(t), oa(t) =ux(t), 6(t) = lim Sa(t).
—

A—0

Analogamente ao tempo discreto, o degrau unitario é o integral do impulso unitario: u(t) = fioo o(r)dr.

—+oo

Derivadas de fungoes descontinuas.
Sistemas
Conceito de sistema de tempo continuo x(t) — y(t) e sistema de tempo discreto z(n) — y(n). Relacdo entrada — saida.
Interligacao de sistemas e diagramas de blocos: série, paralelo e de realimentacao.
Propriedades de sistemas
Memoria.
Causalidade.
Invariancia.
Estabilidade.
Linearidade. Aditividade, homogeneidade, sobreposi¢ao.
Invertibilidade. Injectividade, sistema inverso.
Capitulo 2 — Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo
SLITs de tempo discreto
Resposta ao impulso unitario: §(n) — h(n).

400
Convolucao de tempo discreto: y(n) = Z z(k)h(n — k) = z(n) * h(n).

k=—o00

Obviamente, d(n)*h(n) = h(n), ja que a resposta do SLIT a 6(n) é h(n). Assim, §(n) é o elemento neutro da convolugao.
Tem-se também imediatamente d(n — ng) * h(n) = h(n — ng), ja que o sistema é invariante no tempo.



SLITs de tempo continuo

Resposta ao impulso unitéario: §(t) — h(t).
+oo
Convolugao de tempo continuo: y(t) = / z(T)h(t — 7) dr = x(t) * h(t).

—o0
Tal como para o tempo discreto, 6(t) x h(t) = h(t) e 0(t — to) * h(t) = h(t — to).
Propriedades da convolugao
Comutatividade.
Distributividade.
Associatividade.
Propriedades de SLITs (enunciadas para tempo discreto mas iguais para tempo continuo.)
Obviamente, as propriedades de um SLIT estao “codificadas” na sua resposta ao impulso unitario, ja que esta o descreve.
Memoria. h(n) = Kd(n).
Causalidade. h(n) =0, n <O0.
+00
Estabilidade. Y |h(n)| < oo.

Invertibilidade. O inverso, se existir, € SLIT e h(n) * hy(N) = d(n).

Representacao de SLITs de tempo continuo por equagoes diferenciais

o L0 gy, Aol
gk T LR gk
k=0 k=0

Condigoes adicionais. Repouso inicial <= causalidade.

Representagao de SLITs de tempo discreto por equagoes as diferencgas

N M
Zaky(n —k)= Zbk:ﬂ(n —k)
k=0 k=0

Condigbes adicionais. Repouso inicial <= causalidade (se ag # 0).
Resolucao recursiva.
Derivadas do impulso unitario

Defini¢do operacional do impulso unitario: §(t) * z(t) = x(t). Todas as caracteristicas do impulso vém desta defini¢do.
Exemplos:

+o0 +o0
z(t) =1 = [ d(r)dr=1, z(t)=g(-t) = [ g(T)o(r)dr = ¢(0).

Defini¢do operacional da derivada do impulso: ¢'(t) * z(t) = 2/(t).

+00 Foo
) =1 = / §(r)dr =0, ()= g(—1) = / 9(r)8' () dr = —g/(0).
icio de 58 (1) = L0 s *)
Em geral, definicao de 6\ (t) = T O (t) % x(t) =« ().
+oo o0
/ 5®)(7) dr =0, / 9(r)5) (r) dr = (~1)*g®)(0)
Capitulo 3 — Série de Fourier

As exponenciais como fung¢oes proprias dos SLITs:

+oo
et — H(s)e*, H(s) = / h(r)e™*Tdr.



Combinacoes lineares de exponenciais complexas harmonicamente relacionadas, {ej koot o0 < k < +oo}.

Série de Fourier de xz(t), periddico de periodo fundamental T, frequéncia fundamental wy = 27 /7"

—+o0
x(t) = Z apeltwot

k=—o0
Notagao x(t) <> ay, onde ay sdo os coeficientes da SF.
Exemplos que ja conhecemos: cos(wot) > a—1 = a1 =1/2 e sin(wot) > a—; = —1/2j, a1 =1/25.
+oo
Série de Fourier de sinais reais (é facil ver que a_j = a}): z(t) = ap + Z 2A;, cos(kwot + 0x), onde aj, = Agel%.
k=1
ag € o valor médio.
Os termos com frequéncia wy (k = —1, 1) s@o designados por primeira harmoénica ou componente fundamental.
Os termos com frequéncia Nwg (k= —N, N) sdo designados por N-ésima harménica.

1 .
Calculo dos coeficientes da Série de Fourier, a; = T/ x(t)e Tkwot gt
T
Exemplo: Ex. 3.5 (impulso rectangular peridédico de periodo T):

1 |t <7/2

sin(kn7/T)
z(t) = { 0 7/2<t| <T/2

y Ak = ’7]’(1#0.

@0 = km

el

Propriedades da SF

Linearidade.

Deslocamento.

Simetria: z*(t) <> a* ;. Para z(¢) real, aj é hermiteano.

Inversdo: z(—t) +> a_;. Para x(t) par, ay é par. Para x(t) impar, aj é impar.

Para x(t) real e par, ay é real (e par). Para x(t) real e impar, a; é imaginério puro (e impar).

+o0
1
Relagdo de Parseval, 7 /T lz(t)]? dt = Z |lag)?.

k=—oc0
Outras propriedades que decorrem das da transformada de Fourier.
Filtragem de sinais periodicos

Sinal periodico com SF & entrada de um SLIT origina saida periédica com SF imediata:

l‘(t) ~ ag , y(t) <~ bk s bk = akH(jka) .

Conceito de resposta em frequéncia dum sistema, H(jw).
H(jw) é (obviamente) determinado por h(t).
O efeito do SLIT é entdo modificar cada um dos coeficientes da SF, processo que habitualmente se chama de filtragem.

A resposta de um sistema real a um sinal sinusoidal é também um sinal sinusoidal, de igual frequéncia, com amplitude e
fase na origem determinadas pela resposta em frequéncia: x(t) = cos(wot) — y(t) = |H (jwo)| cos|wot + £H (jwo)].

Conceitos de filtros passa-baixo, passa-banda e passa-alto ideais.
Convergéncia da Série de Fourier

Condigoes suficientes para convergéncia (garantem que o erro tem energia nula):
— Energia finita num periodo.
— Numero finito de impulsos e derivadas de impulsos, de qualquer ordem, num periodo.

Sinal com descontinuidades: fenémeno de Gibbs.

Condigoes de Dirichlet (garantem que converge pontualmente para o sinal e, nas descontinuidades, para o valor médio):
— Absolutamente integravel num periodo.

— Numero finito de maximos e minimos num periodo.

— Numero finito de descontinuidades num periodo.



Capitulo 4 — Transformada de Fourier de sinais de tempo continuo

Derivagao da transformada de Fourier

+oo
Defini¢io de TF (expressio de analise): X (jw) = / x(t)e I+t dt.
I ;
TF inversa (expressao de sintese): z(t) = o X (jw)el“! dw.
™ — 00
Notagao z(t) <> X (jw).
1t <Ty sin(wTh)

Ex. 4.4: z(t) = { 0 |t|>7 — X(jw) = ZT.

Ex. 4.1: z(t) = e *u(t), a > 0 + X (jw) = 1/(jw + a).
Ex. 4.2: z(t) = (t) & X(jw) = L.

Propriedades da TF

Convolugao.

Ferramenta que facilita a analise de SLITs quanto a invertibilidade: h(t) * h;(t) = 6(t) <= H(jw)H;(jw) = 1. Assim,
um SLIT com resposta em frequéncia H (jw) so6 é invertivel se H(jw) # 0,V,,. Neste caso, o SLIT inverso tem resposta
em frequéncia H;(jw) = 1/H (jw).

sin(Wt)

Ex. 4.5 (reposta ao impulso do filtro passa-baixo ideal): () = — X(jw) = {
T

1 |w<W
0 |w|>W

Linearidade.
Dualidade: se z(t) +» X (jw) = f(w), entao f(t) +> F(jw) = 2nx(—w).

1
Produto: z(t)y(t) < 2—X(jw) * Y (jw). Ex. 4.21 (modulagao) e 4.22 (desmodulacdo sincrona).
™

Deslocamento no tempo e na frequéncia.
Escalamento no tempo e na frequéncia.
Diferenciagdo. Diferencia¢io na frequéncia. Exemplo:  te~%u(t),a >0 <« 1/(jw +a)?.
Primitiva.
Simetria: z*(t) <> X*(—jw). A TF de um sinal real é hermiteana, a de um sinal real par é real par e a de um sinal real
impar é imaginiria pura e impar.
+oo
Relacao de Parseval: /

— 00

1 o[ree
lz(t)|? dt = o / | X (jw)|? dw. Energia numa banda. Densidade espectral de energia.
— 00

TF de sinais periédicos

x(t) periodico de frequéncia fundamental wg € SF com coeficientes aj tem TF

+oo
X(jw) = Z 2mad(w — kwyp) .

k=—o0

Assim, é natural que as propriedades da SF sejam analogas as da TF, tendo-se, por ex, z’(t) <> jkwoar , z(t)y(t) > ag*bg.
Condigoes de convergéncia da TF

Condigoes suficientes para convergéncia (garantem que o erro tem energia nula):
— Energia finita.
— Nuamero finito de impulsos e derivadas de impulsos, de qualquer ordem, em qualquer intervalo limitado.

Condigoes de Dirichlet (garantem que converge pontualmente para o sinal e, nas descontinuidades, para o valor médio):
— Absolutamente integravel.

— Numero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo limitado.

— Numero finito de descontinuidades em qualquer intervalo limitado.

Assim, qualquer SLIT estavel tem resposta em frequéncia.
Sistemas caracterizados por equagoes diferenciais. Resposta em frequéncia.

Transformadas racionais e sua inversao por decomposicao em fraccoes simples.



Capitulo 5 — Transformada de Fourier de sinais de tempo discreto

Derivagao da Transformada de Fourier

400
A TF de um sinal z(n) de tempo discreto é: X (e/*) = Z x(n)e Ivm,
1 o
A TF inversa é: z(n) = o ), X(eJ“)eJ“” dw.
T

Notagao: z(n) < X (e/¥).

Ex. 5.1: z(n) = a™u(n), |a] <1 < X (/%) =1/(1 — ae™%).

Ex. 5.4: z(n) =6(n) < X(e/*) =1.

Propriedades da TF

Periodicidade (de periodo 27). Costuma designar-se o intervalo | — 7, 7] por banda de frequéncias fundamental.
Outros exemplos: cos(won), sin(wen).

Convolucao. Conceito de resposta em frequéncia de um SLIT de tempo discreto. Conceito de filtro discreto passa-baixo,
passa-alto e passa-banda ideais.

Linearidade.

Deslocamento.
1 . :

Produto: z(n)y(n) «+ o X ()Y (e2“9)df (convolucao periddica).
T Jor

dX (el*
Diferenciagdo na frequéncia: nz(n) < j #
w

Simetria. Sinais reais, pares, impares, reais pares, reais impares.

. Exemplo: (n + 1)a™u(n), la| <1 + 1/(1 — ae™7%)2.

+oo

1 4
Relacao de Parseval: Z lz(n)|? = 2—/ | X (e7*)]? dw.
T Jor

n=—o0
Condigoes de convergéncia da TF. Condigao suficiente: energia finita.

Assim, qualquer SLIT estavel tem resposta em frequéncia.

Sistemas caracterizados por equacgoes as diferengas. Resposta em frequéncia.
Transformadas racionais em e 7% e sua inversdo por decomposicio em fraccoes simples.
Capitulo 7 — Amostragem

Sinal original de tempo continuo: x.(t).

Amostragem: z4(n) = z.(nT), onde T é o periodo de amostragem.

Amostragem por trens de impulsos

Trem de impulsos: p(t) = Z o(t —nT).

+oo
Sinal com impulsos de areas dadas pelas amostras: z,(t) = xz.(t)p(t) = Z x(nT)(t — nT).

z:(t) ¢ X (jw).

SF do trem de impulsos: frequéncia fundamental ws; = 27/T (frequéncia de amostragem), coeficientes a, = 1/7T.

TF do trem de impulsos P(jw) T Z 0w — kws).

k=—oc0
1 X
Espectro de z,(t): X,(jw) = T Z X(j(w — kws)).
k=—o0

Amostragem propriamente dita
Espectro de z4(n): X4(e’?) = Z T (nT)e 79m,

n=—oo



+oo
O espectro de x,(t) pode ser escrito como X, (jw) = Z zo(nT)e 9" Assim, é imediato que Xq(e’?) = X,(59/T).

Reconstrugao ideal
Conversao de z4(n) para trem de impulsos z,(t).
Filtragem: X, (jw) = H, (jw)X,(jw).

Se z.(t) for de banda limitada a wyr e ws > 2wy, € facil reconstruir, i.e., obter z,.(t) = z(t). Basta usar um filtro
reconstrutor H,(jw) passa-baixo ideal de ganho T e frequéncia de corte wy/2, o que faz com que X, (jw) = X (jw).

Teorema da amostragem: z.(t) <> X.(jw), com X, (jw) = 0 para |w| > wyr. .(t) é determinado por z.(nT) se
ws > 2wy, onde wy = 27/ T.

Processamento em tempo discreto de sinais de tempo continuo

Nas condicoes do teorema da amostragem, o sistema de tempo continuo é SLIT, com resposta em frequéncia:

o Hag(e7T)  |w| < ws/2
He(jw) { 0 o] > we/2.

Sub-amostragem — aliasing

Conceito de aliasing. Filtro anti-aliasing.

Reconstrugao com retentor de ordem zero

Para reconstruir, pode-se passar por um retentor de ordem 0.

A passagem de x4(n) para zo(t) (resultado do retentor de ordem 0) pode ser escrita como xo(t) = x,(t) * ho(t).
Na frequéncia, X (jw) = X, (jw)Ho(jw).

Tem que se usar um filtro H,(jw) que reconstrua z.(t) a partir de z((t):

Xo(jw)Hyro(jw) = Xe(jw) =  X,(jw)Ho(jw)Hro(jw) = Xe(jw).

Nas condigoes do teorema de amostragem, basta que Ho(jw)Ho(jw) = H,-(jw).

holt) s Holjw) = 250T/2) —jury2,

w

. . . =0T edWT/2 w| < w,/2
Como Hy(jw) nio se anula na regido onde H,.(jw) é diferente de zero, ha solugdo: H,o(jw) = { 2 S‘“(‘*’T/O?) o] > w2

w| > ws
. o . . sin(%:t) )
Interpolagdo. Reconstrugao ideal como interpolacdo com h,.(t) = ey +— H,(jw).
2
Capitulo 9 — Transformada de Laplace
“+ o0

Definicao da tranformada de Laplace: X (s) = / z(t)e 5 dt.

E imediato que TF{z(t)} = X (5)|s=je-

Interpretagao como uma TF: X (s) = X (0 + jw) = TF{x(t)e t}.
Ex. 9.1: z(t) = e”“u(t) +» X(s) = 1/(s + a), Re{s} > —Re{a}.
Ex. 9.1: z(t) = —e *u(—t) +> X(s) = 1/(s + a), Re{s} < —Re{a}.
Notagao: z(t) < X (s), RC.

Transformada racionais. Definicao de pélos e zeros.

A TL é absolutamente convergente e analitica no interior da RC.

Propriedades da regiao de convergéncia

As RCs consistem em faixas verticais.

As RCs nao contém polos.

Para sinais de duracao finita a RC é todo o plano.

Para sinais unilaterais direitos, a RC é um semi-plano direito.

Para sinais unilaterais esquerdos, a RC é um semi-plano esquerdo.



Para sinais bilaterais, a RC é uma faixa.

As RCs de TL racionais sao limitadas por polos.

Para sinais unilaterais direitos com TL racional, a RC é um semi-plano direito limitado pelo pélo mais & direita.

Para sinais unilaterais esquerdos com TL racional, a RC é um semi-plano esquerdo limitado pelo pélo mais & esquerda.
Estabilidade e causalidade de SLITs com funcao de transferéncia racional

Chama-se fungao de transferéncia & TL da resposta ao impulso unitario h(t) <» H(s), RC.

Para H(s) racional, a causalidade e estabilidade sdo imediatas a partir unicamente da sua RC:
— SLIT é causal se e s6 se a RC é um semi-plano direito.
— SLIT é estéavel se e s6 se a RC contém o eixo imaginario e o nimero de zeros nao é superior ao nimero de poélos.

Propriedades da TL

Convolugao. RCy D {RCx NRCy}.
Linearidade. RCy D {RCx NRCy}.
Deslocamento. RCy = RCyx.

Deslocamento no plano s.  y(t) = esotx(t Y(s) = X(s—s9), RCy =RCx + Re{so}.

)
1
Escalamento. y(t) = z(at) +— Y (s) = HX (2) , RCy = aRCx.
Para a = —1, uma propriedade de simetria: y(t) = z(—t) > Y(s) = X(—s), RCy = —RCx.
Outra propredade de simetria: y(t) = 2*(¢) +> Y (s) = X*(s*), RCy = RCx. TL de sinais reais — polos e zeros sio reais
ou aos pares de complexos conjugados.
Diferenciacao. RCy D RCx.

Diferenciacdo no plano s. y(t) = —tz(t) <> Y (s) = X'(s), RCy = RCx.

gt 1
Ex. 9.14: ———e “u(t — —a.
x. 9 (n—l)!e u(t) Grae Re{s} > —a
Integracdo. RCy D {RCx NRe{s} > 0}.
Teorema do valor inicial. Se z(t) = 0 para t < 0 e z(t) ndo tem impulsos na origem, entdo z(0%) = lim sX(s).

s——+o0o

Teorema do valor final. Se z(t) =0 parat < 0e lim z(t) é finito, entdo lim x(t) = lim sX(s).
t—-+oo t——+o00 s—0

A transformada de Laplace inversa

1 g—joo
Expressao geral: z(t) = 2—/ X (s)e® ds.
) Ja

—joo
TLs racionais. Determinacao da TL inversa por decomposicao em fracgoes simples.
SLITs descritos por equagoes diferenciais

E imediato obter a expressio da funcdo de transferéncia a partir da equacdo diferencial e vice-versa. A RC néo é
determinada pela equagao diferencial mas pode ser determinada por conhecimento de propriedades como causalidade ou
estabilidade.

Malha de realimentagao
Diagrama de blocos. Fungao de transferéncia equivalente.
Interpretagao geométrica da TF a partir do diagrama de poélos e zeros

A menos de um factor de escala, a TF é dada pelo produto/quociente dos complexos representados pelos vectores que
ligam os zeros/polos a cada ponto do eixo imaginério:
U pm

Bnle 2 2m) )| = (Sl ZH () = 2K+ 30,30,

H(s) =K
(8) Hn(s - pn) ’ ann

Resposta em frequéncia — diagramas de Bode

Escala de ganho em dB: |H (jw)|qg = 20logy, |H (jw)|.



Para além de permitir lidar com grandes gamas dindmicas de valores, os termos multiplicativos tornam-se aditivos:

|H(jw)lqp = |KlqB + D _ liw = 2mlqp — Y ljiw — pulgB -

Escala de frequéncias logaritmica: log;q w.

Para além de permitir lidar com uma grandes gama de frequéncias, a utilizacdo da escala logaritmica faz com que a forma
do diagrama nao se altere com escalamentos na frequéncia e permite derivar aproximagoes assimptéticas muito simples.

Poélo. H(s) =1/(s+a), a > 0. Pélo em s = —a < 0. Aproximagoes assimptoticas:

|H(jw)|gp = { 738 E?OZ Z ii Z Ponto em que a aproximagio é pior: |H (ja)|gg = —20log;qa — 3.
- 10 :

0 w < 0.1a

ZH(jw) =< recta que une (0.1a,0) a (10a, —7/2) 0.la < w < 10a A aproximacdo é exacta em ZH (ja) = —m /4.
—m/2 w > 10a.

Ganho. H(s) = K. |H(jw)|qp = 20log;, | K|, ZH(jw) = ZK Para sistemas reais, /K =0 ou ZK = .

Zero no s.p.c.e. H(s) = (s+a)/a, a > 0. Zero em s = —a < 0. Como ¢é o inverso do caso do podlo, é imediato que os

diagramas de Bode sao o simétrico.

Zero no s.p.c.d. H(s) = (s+a)/a, a < 0. Zero em s = —a > 0. Desenhando o vector para este caso e para o anterior,
fica claro que a amplitude é igual e a fase simétrica.

Zero na origem. H(s) = s. Zero em s = 0. Nao ha aproximacao: |H (jw)|qg = 20logow, ZH (jw) = 7/2.

Poélos complexos conjugados.

pp _ Ip|?
(s—=p)(s—p*) s*—2Re{p}s+|p|?

Notagdo para os polos: p,p* = —fwy, £ jwpy/1 — &2, com w, > 0 e 0 < £ < 1. Estes parametros sdo entdo w, = |p| e
& = cosv (v € 0 menor angulo que os polos fazem com o eixo real).

2

w
H(s)= ——n
() §2 4 28wps + w2
Aproximagoes assimptoticas:
. 0 w << Wy
[H(jw)lap = { 40logygwn —40logpw  w >> wy, .
0 w < 0.1w,
ZH(jw) =< recta que une (0.1wy,0) a (10w,, —7) 0.1w, < w < 10w,
- w > 10w, .

As aproximagoOes assimptoticas ndo dependem de £, apenas de w,. Influéncia de w,.

Esbogo do diagrama real (ndo aproximado).
1 1
Tem-se H (jw,) = % ou seja, |H (jwy,)| = % e LH(jwy,) = —g.
Para &£ > v/2/2 (¢ < 7/4), os diagramas sdo monétonos. Influéncia de &.

Para ¢ < v/2/2 (¢ > m/4), o diagrama de fase ¢ monénoto mas o de amplitude tem um pico:

YT . 1
Wimaz = wpy/ 1 — 262, |H (jwmaz)| = m

Influéncia de &.

Zeros complexos conjugados no s.p.c.e. Como é o inverso do caso dos poélos complexos conjugados, é imediato que
os diagramas de Bode sao o simétrico.

Zeros complexos conjugados no s.p.c.d. Desenhando os vectores para este caso e para o anterior, fica claro que o
diagrama de amplitude é igual e que o de fase & o simétrico.



Resposta no tempo de sistemas de primeira e segunda ordem
1/

. O parametro 7 > 0 é a constante de tempo do sistema.
s+1/7

Sistemas de primeira ordem. H(s) =

Pélo: —1/7.
Resposta ao degrau: s(t) = (1 - e_t/T) u(t). Esbogo. Influéncia de .

Parametro relevante: tempo de establecimento a 5%, t, ~ 3.

2
Wn

82 + 28wps + w2’
frequéncia natural e o coeficiente de amortecimento do sistema.

V&, Vwn, usando TVI e TVF, s(0%) =0, s(+00) =1 e s'(07) = 0 (este é diferente face ao sistema de primeira ordem).

Sistemas de segunda ordem. H(s) = Os parametros w, > 0 e £ > 0 sao, respectivamente, a

Sistema sub-amortecido. Corresponde a 0 < £ < 1 (p6los complexos conjugados).
Polos: p,p* = —fwy, & jwpy/1 — &2 = —1/7 %+ jw,.
1

Jie

Resposta ao degrau: s(t) = [1— e Y7 sin (wat 4 1) | u(t). Esboco. Converge através de oscilagoes amortecidas.

Parametros relevantes:
Periodo das oscilagées amortecidas, T, = 27/w,.
Tempo de pico, t, =T,/2 = 7/w,.
Sobre-elevagao, S = s(tp) — s(+0) — ¢ Em/V1-E _ gmmeoty
s(+00)
Tempo de establecimento a +£5%, t; < 37.
Em suma, a localizacao dos poélos determina a resposta temporal, nos seguintes moldes:
wy, (modulo dos polos) actua como factor de escala temporal pois s(t) s6 depende de ¢ e de w,, através do produto w,t.
¢ (que codifica o argumento dos polos) determina o valor maximo da resposta, sendo a sobre-elevagio decrescente com &.

7 (que codifica a parte real dos pdlos) actua como constante de tempo (papel igual ao que desempenha no sistemas de
primeira ordem). Essencialmente, tal como para o sistema de primeira ordem, quanto mais perto estdo os poélos do eixo
imaginério, mais demora a resposta a estabilizar.

w, (parte imaginéria do pélo p) é a frequéncia das oscilagbes amortecidas.
Sistema sobre-amortecido. Corresponde a £ > 1 (polos reais).

Pélos: p1,p2 = wp(—€ £ /€2 —1). Quando & — 1, tem-se py,p2 — —wp; quando £ — oo, tem-se p; — 0 € ps — —o0.
Esboco do diagrama de poélos com —&w,,.

1 1
_Yn (eplt — emt) u(t). Esbogo. O papel de w,, continua a ser apenas
2/€2 -1 \m D2

escalar no tempo. Tem-se s'(t) > 0 para t > 0, pelo que s(¢) converge monotonamente para o ganho estético.

Resposta ao degrau: s(t) = ll +

Parametro relevante: tempo de establecimento a 5%, ts ~ 37, onde 7 = —1/p;.

Sistema criticamente amortecido. Corresponde a £ = 1 (polo duplo).

Pélo duplo em p = —w,,.

Resposta ao degrau: s(t) = [1 — (1 4+ wyt) e”“ '] u(t). Esbogo. Resposta monétona; w, é um factor de escala temporal.

Parametro relevante: tempo de establecimento a 5%, ts ~ 4.8/w,.



