Sinais e Sistemas — 2° trabalho de laboratorio
Série de Fourier e transformada de Fourier
1 Introducao

Neste trabalho ira lidar com representagoes de sinais por meio da Série de Fourier e da Transformada de
Fourier, com o fim de adquirir alguma intuicao sobre o significado das representacoes de sinais em frequéncia.

Preparacao Prévia

2 Sinais periédicos

Nesta parte do trabalho ir-se-4 sintetizar um sinal periédico a partir da sua representacao em série de Fourier.

Considere a onda descrita pelo sinal z(t) parcialmente representado na figura seguinte.
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O sinal x(t) é periddico de periodo T, sendo exactamente uma sinuséide parat € (—7/2,7/2) . Naturalmente,
este sinal pode ser representado pela série de Fourier

+oo ]
z(t) = Z ay, e?keot, (1)

k=—o00

1. Determine a expressédo dos coeficientes ay, da série de Fourier do sinal x(¢) representado na figura. Note

que pode obter a expressao de aj usando propriedades conhecidas dos coeficientes da série de Fourier
ou directamente a sua defini¢do.

Iremos considerar aproximagoes desta série dadas pela série truncada

N
zn(t) = Z akejkwot’ (2)
k=—N

para varios valores de N. Sendo x(t) real, esta série pode ser escrita como uma soma de sinusoéides, i.e.,

N

xn(t) = Z Ay, cos(kwot + ¢r), (3)
k=0

onde Ay € [0,4+00) e ¢ € (—m, 7.



2 Determine as expressoes dos coeficientes Ay e pi. Para isso, agrupe o termo de ordem k com o de
ordem —k na expressao (2). Calcule o valor dos coeficientes pedidos no formulario electrénico.

3 Resposta em frequéncia e resposta ao impulso unitario

No laboratoério ir-se-4 determinar experimentalmente a resposta em frequéncia dum sistema, linear invariante
no tempo (SLIT).

Como sabe, a resposta em frequéncia dum SLIT, H(jw), pode ser interpretada como sendo o “ganho” que
o sistema apresenta para a frequéncia w. Esta interpretagdo traduz o facto de que, colocando a entrada do
sistema o sinal e/“?, se obtém a saida o sinal H (jw)e“!.

Para determinar experimentalmente H (jw), poder-se-ia pensar em colocar & entrada do sistema, sucessiva-
mente, sinais ¢/“! com diferentes valores de w, e em medir as amplitudes e as fases dos correspondentes sinais
de saida. Embora esta forma de proceder pudesse, de facto, ser usada numa simulacdo em computador, na
realidade tal procedimento nao seria viavel, porque os sinais e os sistemas que sao normalmente usados na
pratica sao reais. Os sistemas s6 aceitam entradas reais e s6 produzem saidas reais, e portanto nao permitem
usar o sinal e/“* como entrada. Por esse motivo, é necessario proceder-se duma forma um pouco diferente da,
indicada acima. As questoes seguintes estabelecem os factos fundamentais que permitem medir a resposta
em frequéncia dum sistema real (a qual toma, geralmente, valores complexos) usando apenas sinais reais.

1. Considere um SLIT real (isto é, um SLIT que apenas aceita entradas reais e que apenas produz saidas
reais) com resposta em frequéncia H(jw). Admita que a sua entrada é z(t) = cos(wt). Mostre que a
sua safda pode ser expressa na forma y(t) = A(w) cos [wt + ¢(w)], com A(w) real ndo negativo e ¢(w)
real. Indique as expresses de A(w) e p(w) em fungdo de H (jw).

2. Admita que esta a trabalhar com um SLIT real. Indique, com base nos resultados do ponto anterior,
que sinal de entrada deve usar, que valores deve medir experimentalmente, e que calculos deve efectuar
sobre esses valores, para determinar o modulo e o argumento da resposta em frequéncia do sistema,
H(jw), para um dado valor de w.

3. Considere o circuito RC da figura seguinte. Determine, em func¢io de R e C, as expressoes da resposta
em frequéncia do circuito, H(jw), bem como do seu modulo e argumento. Indique o esbogo de |H (jw).
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4. Determine, em funcdo de R e C, a resposta do circuito ao impulso unitario. Indique o seu esbocgo.



Trabalho Experimental

4 Inicializacao
Para iniciar o seu trabalho, proceda da seguinte forma:
e Abra a pasta LabSS, que devera estar localizada no “Desktop” do computador. Dentro desta pasta,

abra a pasta WinPython-32bit-3.3.3.3.

e Faca duplo clique no ficheiro Spyder (ou Spyder.exe). Nao confunda com o ficheiro Spyder (1light),
que nao é o que se pretende utilizar.

e Ao fim de algum tempo, deverd aparecer uma janela com o titulo “Spyder (Python 3.3)”.

e Ao fim de mais algum tempo, deverd aparecer nessa janela algum texto, que termina numa linha com
“In [1]:".

e Introduza, nessa linha, a instrucdo run -i lab2 seguida de “Enter” (mudanca de linha), para preparar
o sistema para a realizacao do 2° trabalho de laboratoério.

e Deverd aparecer o texto “Sinais e Sistemas - 2° trabalho de laboratério: inicializagdo concluida.”,
seguido duma linha com “In [2]:".

e O sistema estd pronto para a realizacao do trabalho. Devera proceder como se indica nas secgoes
seguintes.

5 Sinais perioédicos

Nesta parte do trabalho ir-se-a sintetizar um sinal periédico a partir da sua representacao em série de Fourier.
Pretende-se aproximar a onda considerada na Preparagdo Prévia, com periodo T' = 1. A aproximacdo ira
ser obtida por meio da série truncada

N
an(t) =Y Ay cos(kwot + ¢x). (4)
k=0

1. Usando os valores dos coeficientes Ay e ¢ determinados na Preparagdo Prévia, crie os sinais zy(t),
com ¢t no intervalo [—3,3], para N =1,2,3,...7.

b

Nota: A varidvel pi contém o valor m. Em Python, a poténcia o’ escreve-se ax*b.

2. Visualize os sinais zy(t) sobrepostos no mesmo grafico (para tragar varios graficos sobrepostos, dé os
correspondentes comandos tplot seguidos, sem fechar a janela onde aparecem os graficos). Se asssim
o entender, faca zoom para poder observar em detalhe as formas de onda. Comente.

3. Indique o grafico das formas de onda de x1(t), z2(t) e x7(t).
6 Determinacao experimental das respostas em frequéncia e ao im-
pulso unitario

Nesta parte do trabalho ir-se-4 determinar experimentalmente o modulo da resposta em frequéncia dum
sistema linear invariante no tempo (SLIT), usando o método desenvolvido na Secgdo 3 da Preparacdo Prévia.



Comece por gerar uma varidvel de tempo com a duracao de 20 segundos, com a instru¢ao t = timevar(20).
Em seguida devera realizar repetidamente a sequéncia de passos indicada a seguir, de forma a determinar
valores da resposta em frequéncia que sejam suficientes para tracar, com boa aproximagio, o grafico do
moébdulo dessa resposta.

e Gerar um sinal x apropriado.
e Dar a instrugdo y = sistemal(x), que coloca na variavel y a resposta do sistema ao sinal x.
e Efectuar medidas sobre o sinal y.

e Efectuar os célculos necessarios, com base nos resultados do ponto anterior, para determinar valores
do modulo de H(jw).

Note que ao gerar uma sinuséide no computador, com uma instrucao do tipo x = cos(t), esta, de facto,
a gerar uma sinusoide de duragdo limitada, e ndo uma sinuséide para t a variar de —oo a +00. A resposta
do sistema a uma sinuséide de duracao limitada apresenta um “transitério” no inicio e outro no final. Para
determinar caracteristicas da resposta, deverd usar o intervalo de tempo em que a resposta esté estavel, isto
é, depois de o transitério inicial ja se ter desvanecido e antes de o transitério final se ter iniciado.

Para determinar valores num gréafico, utilize o cursor do rato em forma de seta (se o cursor estiver na forma
de uma cruz com quatro setas, clique no simbolo com a mesma forma, para passar para uma seta). Coloque
a ponta da seta em cima do ponto cujas coordenadas quer saber. As coordenadas desse ponto aparecem na
orla da mesma janela, em cima ou em baixo. Pode fazer zoom do grafico para efectuar medicoes com maior
precisao.

Pode poupar tempo, nos seus ensaios, se, para cada valor de w, em vez duma sequéncia de comandos do tipo

x = <expresséo>
y = sistemal(x)
tplot (y)

usar simplesmente
tplot (sistemal (<express&o>)).

Pode também tracar os graficos de varias respostas sobrepostos, e s6 depois fazer zoom e efectuar medic¢oes
sobre eles.

Nas medigoes que fizer sobre graficos, neste ponto e nos seguintes, utilize o zoom, sempre que necessario,
para obter a precisao pretendida.

1. Determine o moédulo da resposta em frequéncia do sistemal para diversos valores da frequéncia.
Indique os valores do modulo da resposta em frequéncia determinados para w € {0, 1,3, 5,10, 20, 40}.

Nota: A simulagao do sistema que estd implementada no computador nao é perfeita. Tem uma aprozi-
magao bastante boa para |w| < 40, mas vai-se tornando menos exacta para valores maiores da frequén-
cia. Por isso, nao utilize |w| > 40.

2. Utilizando os resultados obtidos no ponto anterior, esboce o grafico do médulo da resposta em frequén-
cia. Indique se o sistemal é um filtro passa-baixo, passa-alto ou passa-banda, e se é ideal ou néo.

3. Sabendo que o sistemal corresponde ao circuito RC estudado na Preparacao Prévia e que C' = 400 uF,
estime o valor da resisténcia R a partir de valores da resposta em frequéncia do sistemal (os pedidos
acima ou outros que entenda mais apropriados).

4. Na representacao de sinais que é usada no computador nao é possivel representar exactamente o
impulso unitario de tempo continuo, §(t). Ir-se-a4 usar uma representacio aproximada constituida por
um impulso muito curto, mas de duracao nao nula, e de amplitude muito grande, mas nao infinita.
A funcdo delta gera essa representacdo. Determine experimentalmente a resposta do sistemal ao
impulso unitario, usando como entrada o sinal delta(t). Indique o esboco do grifico que obteve.



5. Meca, no grafico da resposta ao impulso, o walor inicial da resposta h(t), definido como h(0T) =
lim;_,¢+ h(t), e verifique se o valor que obteve é compativel com o facto de se tratar da resposta ao
impulso do circuito RC estudado na Preparacao Prévia, com C = 400 uF' e com o valor da resisténcia
que determinou acima. Indique o valor de h(0") medido.

7 Filtragem de sinais

Nesta parte do trabalho ir-se-a filtrar um sinal com diversos filtros, e observar os resultados. As funcoes
sistema2(-), sistema3(-), sistemad (-) implementam os seguintes sistemas:

sistema2 Filtro passa-baixo com frequéncia de corte de cerca de 500 Hz.
sistema3 Filtro passa-alto com frequéncia de corte de cerca de 250 Hz.
sistemad4 Filtro passa-banda com banda passante de 800 Hz a 1000 Hz, aproximadamente.

A variavel p contém um sinal peridédico com a frequéncia fundamental de 50 Hz. Passe o sinal p por cada um
dos sistemas indicados, e compare o grafico do sinal de entrada com o de cada uma das saidas. Faca zoom
dos graficos de forma a que a largura da janela fique ocupada apenas por cerca de dois periodos do sinal,
para poder observar cada uma das formas de onda com detalhe. Para comparar mais facilmente os sinais de
entrada e de saida do sistema, de modo a poder responder as questdes abaixo enunciadas, trace os graficos
dos dois sinais sobrepostos na mesma figura.

Ouga os sinais através dos auscultadores, por meio da func¢io play.

Visualize os médulos dos espectros do sinal de entrada e dos sinais de saida (ndo visualize estes graficos
sobrepostos, porque ficam dificeis de distinguir entre si)!. Para colocar na variavel X a transformada de
Fourier (ou seja, o espectro) do sinal x e tragar o grafico do seu moédulo, utilize as instrugoes

X = FourierTransform(x)
fplot(abs (X))

Pode ser ttil tragar os graficos da entrada e da saida do sistema em janelas separadas. Para isso:

e Dé o comando para tracar o primeiro grafico.
e Dé o comando figure(). Abrir-se-4 uma nova janela.

e Dé o comando para tragar o segundo grafico.

Note que o comando usado para tragar um gréfico no dominio da frequéncia (fplot) é diferente do usado para
tragar um grafico no dominio do tempo (tplot). Note também que, tendo X, em geral, valores complexos, é
necessario explicitar que se pretende tracar o grafico do moédulo de X, através do uso da func¢io abs. Poder-
se-iam também ter usado as funcoes angle, real ou imag, para visualizar, respectivamente, a fase, a parte
real ou a parte imaginéaria de X.

Responda as seguintes questoes, respeitantes a variagao temporal dos sinais de entrada e de saida:

1. A saida do filtro passa-baixo reproduz bem as varia¢Oes rapidas do sinal p? E as variacOes lentas?
Explique porqué.

2. A saida do filtro passa-alto reproduz bem as variagbes rapidas do sinal p? E as variacOes lentas?
Explique porqué.

3. Verifique que a saida do filtro passa-banda tem, localmente, a forma aproximada duma sinuséide.
Verifique que a amplitude dessa sinusoide varia no tempo, de forma sinusoidal também. Mega o valor
aproximado das frequéncias dessas sinusoides, e indique os valores encontrados. Explique os valores de
frequéncia encontrados e por que razao a saida do filtro tem esta forma.

INote que a relagio Y (jw) = H(jw)X (jw) se verifica s6 de forma aproximada, e que o espectro do sinal p nio é exactamente
um espectro de riscas, porque todos os calculos sdo feitos num intervalo de tempo finito, em vez de o serem de —oo a +oo.



